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Première partie 

INDÉPENDANCE DE VARIABLES 

ALÉATOIRES 



F, 



Chapitre 1 

Système de variables aléatoires 
indépendantes 

1.1 Introduction 

On va construire, pour différentes familles de mesures, des suites de variables aléa- 
toires indépendantes. 

Pour cela on va transporter des suites de Rademacher généralisée sur notre espace me- 
suré via les fonctions de répartitions des mesures considérées. Dans un premier temps 
on regardera le cas de mesures discrètes et dans un deuxième temps on s'intéressera à 
des mesures diffuses pour ensuite généraliser au cas de mesures avec un seul saut. 

Définition 1.1.1. On dit qu'une suite, {hk)k, de variables aléatoires est indépen- 
dante si, pour tous entiers naturels ki < ■ ■ ■ < k^, les variables aléatoires bk^, . . . , bk^ 
sont mutuellement, ou globalement, indépendantes. 

1.2 Mesures discrètes 

Soient : 

- ai, . . . , On des éléments distincts d'un certain ensemble E, 



fi 




bkj : yO, — {ai, . . . , a„}, T = P(f^) j ^K-, ^(K-) j des applications mesu- 



rables. 

Il existe des partitions |_J = Q telle que : 

Posons /j" = {Z la; e A^}. 

Proposition 1.2.1. Supposons: 

1- yiji,---,jN) e {l,...,ni} X ••• X {l,...,n;v} •• 

k=l 

et soit {pi, ■ ■ ■ ,Pn) g]0, 1[" vérifiant : 

2. V(ji,...,jjv) G {l,...,ni} X ••• X {l,...,njv} 

N 

^/ors les variables aléatoires Xi, . . . , X^, sont mutuellement indépendantes sur (^Q, J-', P 

n 

avec P = y^pfc^gfc- 

k=l 

Remarque 

Cela oblige 2^~^ <n et fournit une caractérisation de l'indépendance globale. 

Démonstration 

Soit Ti X ••• X Tat c {x},... ,x^J X ••• X {xf , . . .,x^^}. 

p([(Xi,...,x^)Grix---xr^])=p(x{-i(ri)p...px-i(rjv)) 
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où = [J A^^ avec C {!,... , n^}, = {l\x'( G Vy}. 



kl/ 



(ii,---,jjv) 

s Jx X • ■ • X JjY 

E E « 

SJix---xJ^ ^1 "==1 Jk 
N 

E nE« 

(ji,...,j]v) fc=l;g7fc 

€JlX---xJjY -ïfc 



k=l 

A 



eJix---x 

= n^f u 4.) 

k=l \jke-h: / 
AT 



Remarque 

En fait il suffit de regarder ce qu'il se passe sur les atomes de la tribu engendrée par 
bi, . . . , b^, puisque : 



Exemple 



O = {0,l}2'' 

bk — ( bAi) ) k — 1 . . . , N avec : 

\ /i=l...,2^ 

1 si 2j2^-*= < i < (2j + 1)2^-^= 

j=0,...,2^-l 
si (2j + 1)2^-'= < i < {2j + 2)2^-^ 
j = 0,...,2'=-l 
1 ^ 1 



6^:0^ {-1,1} 



0^-1 



2Ar 



bo = l 

&i= (i,...,i,o,...,o) 



2iV-i 2^^i 



b2 = (l^_^0^_^ 1^_^0^_^) 

2iV-2 2-^^-2 2-'^^2 2^^'^ 

n • • ■ n< = n • • • fK = ^ ^(^^, n • • •rK)= ^ 

etp(<)...p(Ag,)=l^ 



X • • • X 



2N 2^ 



1.3 Mesures diffuses 

Dans toute la suite on va considérer un espace mesuré (0,7^, P) où il — [0,1], 
= B([0, 1]) et où la mesure P sera précisée dans chaque cas. On appellera F la fonction 
de répartition de la mesure P. 

1.3.1 P=A, mesure de Lebesgue 

F{x) = X 



Posons 




C'est le système de Rademacher, ce sont des variables aléatoires globalement indépen- 
dantes sur (Q, JF, P). On peut le généraliser de la façon suivante : 
On pose ro = 1, après avoir choisi «i g]0, 1[, on prend 

n = l]0,ai] - l]ai,l]- 



P 



Ensuite on découpe chacun des intervalles, après avoir préalablement fixé un «2 g]0, 1[, 
proportionnellement à cti et 1 — «i : 



fl l]0,aia2l llaia2,ai] + l]ai,ai+(l-ai)a2l l]ai+(l-ai)a2,l] " 

On va construire de façon récurrente notre suite : 

2^-1 

étant donné = (— l)-'!]^*; ^fc on choisit «fe+i e]0, 1[ et on découpe chacun des 
intervalles proportionnellement à a^+i et 1 — a^+i : 

En posant : 
on a : 

2fc+l_i 



r-fc+i = (-l)nj .+1 



'^J '"3+1 J 

Introduisons maintenant, pour N fixé dans IN, quelques notations : 

- Pi,{N) = ai 

^ /3^(iV) = 1 - ai pour i = 1, . . . , iV 

- /3.(7V) = /3j^(iV)---/3j^(iV) 

où (ji, . . . , jiv) est le j/i^™^ terme pour l'ordre lexicographique dans {0, 1}^. 
Dans ces conditions : 

- — a^_i = (iv{N) (par récurrence). 

Lemme 1.3.1. Etant donnés des entiers naturels 1 < ki < ■ ■ ■ < : 

2'=l-l {îjv-l+l)d2-l (n+l)djv-l 

«Ar-i=0 *jv-2=«JV-ia2 îo=îiaiV 



Démonstration 



Par récurrence 
kl < k2 



m 



2fei-l 2'=2-l 



jl=0 j2=0 

Il „fc2 „fc2 1 pour 32 G {jid2,jid2 + + 1)^2 - 1} 

ailleurs 
On suppose que c'est vrai jusqu'au rang N : 



"^]s\''4Vi]n]42'42+i] 



2*^-^+1^1 



2'=i-l 



jN+l=0 J ^'^+1' ^'^+1 + '^ iN-l=0 



(îi + l)(ijv-l 

• ■ J »o »o+iJ 

îo=îiajv 



2'=i-l (ii+l)djv-l 



"'"1 0*"^ o*^ 1 ni a''^+i a*^+i 1 



"'"1 «''^+1 1 



jAT+i e {«o4jv+i, • • • 

. . . , (io + 1)4^+1 - 1} 



sinon 



A 



On réinjecte dans la somme précédente et, à une réindexation près, on a le résultat. 



Proposition 1.3.1. {rk)^^j^est une suite indépendante sur {D,,T,P). 



Démonstration 



Commençons par fixer quelques notations. N étant un entier strictement positif, prenons 
{kl, . . .,kN) e IN''^ tel que : < /ci < ■ • • < % et (ei, . . . ,£iv)e {-1, 1}^. 
On aura également besoin de : 

^Àx) = ^ [(1 - - + (1 + (i = 1, • • • , N). 



On voit facilement que 



P(^[bk = £fe])= Vk{£k), 



puisque 



2fc-i_i 



P{[bk = ek\)=M^k) E 
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D'autre part on peut montrer que : 



1/1=0 

fki (SfcJV'felSfe) 



Pi,^ {kl -l)ipk2 (£fe2 ) X *^^2 - 1) 

1/2=0 



De proche en proche on a : 



</'fei(£fei) X 

1/1=0 



/3.i(/ci-l) 



2*iv-i-l 
i/jv=0 



= </^'fei(efci)---</'fcjv(sfcjv)- 



A 



1.3.2 P=/i est une mesure diffuse surBl 

Notons F la fonction de répartition de /i. 

Proposition 1.3.2. (rk o F)k et (Fk o F)^ sont des suites indépendantes sur 
Démonstration 

Prenons des entiers naturels < fci < • • • < fcjv, notons bk pour ou ffe, alors : 

([0,1],H([0,1]),a)^{-1,1} 

et 

F : (^,B(^),P^^ [0,1]. 

D'une part pour e G {—1, 1} : 

P([6fe o F = e])=p[{x eR\F{x) G {bky\e)})= p(\Jf-\Bj)). 

j 

Où 



4j'«2j+l] si £ = 1 

'^Ij+n '^2^+2] si £ = — 1. 
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Les Bj sont disjoints donc : 

3 

= 5^p(]F-Ha,),F-i(a,+i)]) 
j 

où 

F-^{x) = inf{î/|F(y) = x} 

et donc 

P ( o F = e] ) = ^ A (]a,- , a,+i]) = \{\J]a,,a,+i])= ■ ■ ■ = \(\hkO F = s]). 

3 3 

D'autre part pour (ei, . . . ,£jv) € {— !> 1}"^ : 

p 

P([fefe, o F = £i, . . . o F = £^])= GlR|F(x) G (J 

i/=i 

où Bj,, pour certains j,/, sont des intervalles disjoints, donc : 

p p 

i/=i i/=i 
= A(^[6fci =£i,...,6fe^ =eAr]y 

A 

1.4 Mesures avec sauts 
1.4.1 Cas d'un seul saut 

On suppose que F est continue en dehors de Xq (plus précisément sur [0, Xq] U]^0; 1]) 
où elle fait un saut de hauteur A avec F{Xq) + A < 1. 

Proposition 1.4.1. Soit = ^{-'^Y l^fe, où Aj =]aj,aj_^^], l'une des suites 

j=0 

(rk)k ou (rk)k- 

Si pour tous entiers naturels ki < ■ • ■ < kN on a : 

(3j e iZv) (]F{Xo), F{X,) + A] = / C . 
Alors la suite (bk ° ■^)k indépendante sur (ffi, B(^), P). 

1."^ 



Remarque 

Les conditions de la proposition excluent implicitement le cas ]F{Xq), F{Xo) + A] = 
A'^^ (car si tel était le cas, au rang /c^r + 1, il existerait un indice ji, tel que / = 

Démonstration 

Les calculs sont sensiblement les mêmes que dans la démonstration de la proposition 1.3.2. 
On doit simplement distinguer le cas où I C Bj^ pour un certain Jq G {0, ... , 2*^^ — 1}. 



F-'{Bj,)= F-^{]aj„F{Xo)][j]FiXo),FiXo) + A][j]F{Xo) + A,aj,+,]) 

=]F-\ajJ,Xo] |J]^o,^o]U]^o,i^-'(a,o+i)] 
=]F-\aj,),F-\aj,+i)]. 

Finalement : 

)"(^~'(^.o))=a(s,o). 

A 

Exemples 



1) Considérons F{x) 
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E{n o F • r2 o F)= ^ ^ E{ri o F)E{r2 o F)= 
ri o F et r2 o F ne sont pas indépendantes. 



2) Considérons F{x) = 




F (ri o F • r2 o F) = | 7^ F (ri o F) F (r2 o F j = 0, ri o F et r2 o F ne sont pas indépendantes. 

i) Une première construction 

On va construire une suite de Rademacher généralisée en choisissant les de façon 
à découper l'intervalle / =\F{Xq), F{Xq) + A] après F{Xq) + A (pour appliquer la pro- 
position 1.4.1.). 

60 = 1 

on choisit «i > F{Xq) + A dans ]0,1[, 

hl = l]0,ai] - l]ai,l] = l]0,F(Xo)+A] U]i^(^o)+A,ai] " l]ai,l] 

on choisit «2 e]0, 1[ tel que axa2 > F{Xq) + A, 

^2 = l]0,F(Xo)+A]U]i^(^o)+A,aia2] ~ l]aia2,ai] + l]ai,ai+(l-ai)a2] " l]ai + (l-ai)a2,l] • 



1.^ 



CONDITION TECHNIQUE 



On prend une suite {ctk)k>i vérifiant : 
ViV e IN - {0, 1} : 

(Cl) llak>F{Xo) + A. 



N 



k=l 



Supposons, qu'au rang N, l'intervalle contenant I soit de la forme : 

]0, «1 • • • «Af] =]a, b]. 

On le découpe en deux, comme dans le paragraphe 1.3.1, proportionnellement à «at+i 
et 1 — «AT+i : 

]a, a + {a - b)aN+i] [Jl\a + (a - b)aN+i, b]. 
Pour respecter le modèle de construction imposé il faut : 

a + (a - 6)ajv+i > F{Xo) + A. 
En remplaçant a et b par leur valeur, (Cl) donne le résultat, à savoir : I c]0, «i ■ ■ ■ a^+il 

Lemme 1.4.1. On utilise les même notations 

1) Si\/k > 1 ak — on e]0, 1[ alors on ne peut pas construire la suite {bk)k>o- 

2) La suite dont le terme générique est : 



F{Xo) + A + a k^l 



avec a e]0, 1 — F{Xq) — A[ convient à la construction des bk suivant le modèle imposé. 
Démonstration 



N 



On va poser p{N) = Oj. 

i=l 

1) 

Si «fc = a Vfe > 1 alors p{N) = et p = lim p{N) = 0. Comme F{Xo) + A > 0, la 



Ifi 



condition (Cl) n'est pas vérifiée. 



= 1 - 



F{Xo) + A + a^ 



F{Xo) + A + a' 



k-l 



F{Xo) + A + a^^-i 




= F(X„) + A + a^. 



p(N) est une suite décroissante vers F{Xo) + A, (Cl) est donc vérifiée. 



A 



Proposition 1.4.2. La suite (pk o F)^ est indépendante sur (^2, J^, P). 



Démonstration 

Elle découle immédiatement de la nature du découpage en utilisant la proposition 1.4.1. 

A 

Remarque 

L'inconvénient de cette méthode réside dans le fait que l'intervalle [0, F(Xo) + A] 
n'est pas découpé. Même si F{Xo) + A est "très petit", il existe un rang pour lequel 
F~^([0, F{Xo) + A]) est le plus grand intervalle. 

ii) Une deuxième construction 

On va construire une suite de Rademacher généralisée en choisissant les de façon à 
découper l'intervalle / =]F{Xo), F{Xo) + A] avant F{Xo) (pour appliquer la proposition 



1.3.2.). 



on choisit ai < F{Xq) dans ]0,1[, 



l]0,ai] - l]ai,l] - l]0,ai] " 'i-]ai,F{Xo)]\J]F{Xo),l] 
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pour «2 £]0, 1[ tel que : 



CKi + (1 - ai)a2 < F{Xo) 



h — 1)0,0102] ~ l]aia2,ai] + l]Qi,ai + (l-ai)a2] ~ l]ai+(l-ai)a2,F(Js:o)] Ul^C-^o),!] • 



CONDITION TECHNIQUE 



On prend une suite (Qfc)fc>i vérifiant : 
ViV e IN - {0, 1} : 

N 



(C2) 



k=2 l<j<k-l 



Supposons, qu'au rang N, l'intervalle contenant I soit de la forme : 

N 

k=2 l<j<k-l 

On le découpe en deux, avec la méthode du 1.3, proportionnellement à «at+i et 1 — aN+i ■ 

]a, a + {a — b)aN+i] + (a — 6)Q;Ar+i, b]. 
Pour respecter le modèle de construction imposé il faut : 

a + (a — b)aN+i < F{Xq). 
En remplaçant a et b par leur valeur, (C2) donne le résultat, à savoir : 



/ C 



N 

fe=2 l<j<fe-l 



Lemme 1.4.2. On conserve le mêmes hypothèses 

1) Si\/k > 1 ak = a g]0, 1[ alors on ne peut pas construire la suite {bk)k>o- 

2) Etant donné a e]0, ![, la suite {p^k)j^y-i définie par — a'' vérifie la condition (C2) 
si : 

1 — a a +1 



1S 



Démonstration 

On va étudier 

oo 

5 = «1 + ^ Ofc Yl (1 - aj) 

k=2 l<j<k-l 

1) Si VA; Qîfe = a alors 

oo 

5 = a(^(l-a)'^-^ + l)=l. 

La condition (C2) s'écrit 

1 < F{Xo) 

ce qui est faux. 



2) On remplace par a'' : 



On va utiliser l'identité : 

k 



j=l l<h<---<ij<k 



pour majorer le produit. 

oo / k 



j=l \j=l l<ii<---<ij<k J 



oo k /, \ 

k\ j(j+l) 



oo /; \ 

7 = 1 .1 = 1 



a 2 



car 



Comme 



l + ---+i<n + hZj. 



et 



on a : 



a 2 < a-? 



/ / \ 



j=i j=i ^ ' j=i 



1P 



l-a(l + a)' 



Si on note S(N) les sommes partielles alors yS{N)j est une suite croissante. Par hypo- 
thèse S < F{Xq) et la condition (C2) est donc vérifiée. 

A 

Remarque 

Posons /(a) = jr^^^ sur ]0,^|^[. C'est une fonction continue croissante de à 
+00 ; donc {x\f{x) < F{Xq)} 7^ 0, on choisit a dans cet ensemble. 

Proposition 1.4.3. La suite (fejfcoF)^ est indépendante sur (Q,J^, P). 
Démonstration 

Elle découle immédiatement de la nature du découpage en utilisant la proposition 1.4.1. 

A 

Remarque 

L'inconvénient de cette méthode réside dans le fait que l'intervalle ][F(Xo), 1] n'est 
pas découpé. Même si F{Xo) est proche de 1, il existe un rang pour lequel ^F{Xo), l]j 
est le plus grand intervalle. 

iii) Une troisième construction 

On va construire une suite de Rademacher généralisée en choisissant les (resp. 
les a2k+i) de façon à découper l'intervalle contenant I après F{Xo) + A (resp. avant 

bo = 1 

on choisit ai < F{Xo) dans ]0,1[, 

bl = IjO.ai] - l]ai,l] = l]0,ai] " llai,F(Xo)l U]^(^o),l] 

on choisit «2 e]0, 1[ tel que : 

«1 + (1 - ai)a2 > F{Xo) + A 
90 



b2 — IjO.aïaa] " Ijaiaa.ai] + l]ai,F(Xo)] U]-P(^o),ai+(l-ai)a2] " l]Qi+(l-ai)a2,l] • 

CONDITION TECHNIQUE 



On prend une suite (û;a;)a:>i vérifiant : 



{C3) 



Où 



fc-i 



g{k)= ^L'(2j + 1) < F{Xo) k impair 



j=0 



d{k) = ^ D{2j + 1) + U{k) > F{Xo) + A k pair 

J — 1 3 

D{2j + 1) = - a2i+i) (n «2i)«2,+i 

î=0 1=1 

c/(2j)=n(i-"2m)(n«2i 

î=0 i=l 



Supposons qu'au rang 2N (resp. 2N+1), l'intervalle contenant I soit de la forme 



]g{2{N-l) + l),d{2N)] 



(resp. ]g{2N + l),d{2N)]). 



On fait le découpage au rang 2N+1 : 



Donc 



comme 



]g{2N - l),g{2N - 1) + (d{2N) - g{2N - l))o;2iv+i] |J 

]g{2N - 1) + (d{2N) - g{2N - l))a2iv+i, d{2N)] 
(d{2N) - g{2N - l))Q;2iv+i = Ui2N)a2N+i = D{2N + 1). 

g{2N - 1) + ((i(27V) - g{2N - l))a2Ar+i = ^(27V + 1), 

g{2N + l)<F{Xo), 
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l'intervalle contenant I est : 

]g{2N + l),d{2N)] 
On fait le découpage au rang 2N+2 : 

]g{2N + l),g{2N + 1) + (d{2N) - g{2N + 1)) a2iv+2] |J 

]g{2N + 1) + {d{2N) - g{2N + l))a2N+2, d{2N)]. 

Avec 

(d{2N) - g{2N + l))a2iv+2 = U{2N) (l - a2iv+i)a2iv = u(2{N + 1) 
et 

g{2N + 1) + U{2{N + 1))= d{2{N + 1)) . 

Comme 

d{2{N + l))>F{Xo) + A 

l'intervalle contenant I est 

]{g{2N+l),d{2{N+l))]. 

Ce qui termine la récurrence pour le cas pair. On vérifie aisément le résultat pour le cas 
impair. 



Remarque 

Pour k >1 : 

k j-i 

g{2k + 1) = «1 + (1 - ai)a2az + (1 - «i) X] Oi2oOi2j+i - oi2i+i)oi2i 

j=2 i=l 

Pour k>2 : 

k—l j—1 j k—1 k 

d{2k) = «1 + ^ (a2j+i W{1 - a2i+i) JJ «2») + - ^21+1) JJ «2^ 

j=2 i=0 i=l i=0 i=l 

k 



g{2k + 1) + (1 - ai) JJ(1 - a2i+i)a2i 



Récapitulons 



g{l) = ai 



k > 1 

g{2k + 1) = Q!i + (1 - q;i)q!2Q;3 + (1 - «i) X] Oi2ja2j+i - o;2i+i)«2i 
(i(2) = «1 + (1 — a;i)û;2 



A; > 2 



1=1 



Monotonie 



5'(2A; + 1) j est une suite croissante, majorée donc convergente. 
Pour k>2 : 

k 

d{2k + 2) - d{2k) = (1 - ai) (J[{1 - a2i+i)a2i) («2^+2 - 1) < 0. 

i=l 

d{2k) j est une suite décroissante, minorée donc convergente. 

/ k 

Posons 

g = lim g{2k + 1) 

d= lim (i(2A;). 

fe— >-oo 

Lemme 1.4.3. On conserve les mêmes notations 

1) Si pour tout entier naturel k, at = a alors on ne peut pas construire la suite (^bk 



9.^ 



2) La suite ( ] définie par : 
\ y k>i 



ai 

k > 1 



«2fc+l 



1 - ^(A - a) 



A + 

À + -2— 
^ ^ 2fe-l 



= 1 



A+ — 



2k+l 



A + — 

^ ^ 2fe 



^Iwec ; • A 



In 2 



A = A + ln2 

V lOP J 

a = l- fF(X,) + A 



p étant choisit pour que F{Xo) + A + Yq^+î ^ ^' ''vérifie la condition (C3) 



Démonstration 



1) Supposons Vfe > 1 «fe = a 



g{2k + l) = a + Y^{1 - a)^a^+^ 



a + a^(l — a)- 



1 — ( (1 — a)a 



1- (l-a)a 



ae]0,lK lim 5(2fe + l) = - . 

fc->-oo 1 — (1 — aja 



Par des calculs similaires on obtient : 



a 



lim d{2k) = - ,^ . . 
k-^oo 1 — (1 — a)a 



A la limite on aurait : 



F{Xo) + A > 



a 



1 — (1 — a)a 



> F{Xo) 



ce qui est impossible car A > 0. 



2) On va vérifier que d > F{Xo) + A et y < F{Xq) de cette façon (C3) sera vérifiée. 
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On remplace ak par sa valeur dans les expressions donnant g et d pour obtenir 

9 



A 

Remarque 

On a : 



g = l-A(^A + a\n2^=F{Xo) 
d = g + AA = F{Xo) + A + 



1 



lOP+i- 



{F{X,)-g)\l{d-{F{X.) + ^))<^^^^. 



Proposition 1.4.4. La suite (pk o F)^ est indépendante sur (Q,J^,P). 
Démonstration 

Elle découle immédiatement de la nature du découpage en utilisant la proposition 1.4.1. 

A 

Remarques 

1) En prenant A = Ain 2 

a = l- (f(X,) + a). 
On obtient ^ = l- A- a = F{Xo) 
d = 1 - a = F(Xo) + A. 
Comme la suite (^g{2k+l)j^ (resp. (d{2k)^ ) est décroissante (resp. croissante), la condi- 
tion (C3) est toujours vérifiée. 

2) Ce découpage est plus intéressant que les deux précédents car seul I n'est pas découpé 
et comme 

F-\I)=0 

quand on fait opérer F~^, cela n'apparaît pas. 

2.^ 



1.4.2 Cas d'un nombre fini de sauts 
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Chapitre 2 

Système maximum de variables 
aléatoires indépendantes 



2.1 Position du problème 



On fixe : • des éléments oi, . . . , a^, distincts, dans un ensemble fl 



n n 



• /X = ^PkKk avec ^Pfc = 1, Pfe e ]0,1[, A; = 1, . . . , n 



k=l k=l 

• l'espace probabilisé {fl,J-',P). 



n 



On se pose la question suivante : étant donnée une variable aléatoire c=2_^Ck^{ak} (où 

k=i 

Cfe effi-), quelle est la taille d'un système maximum de variables aléatoires globalement 
indépendantes ? 

Modélisation 

On construit l'isomorphisme naturel : 



n n 



n 



fc=l k=l 




est la base canonique deffi,"^. 



La variable aléatoire c s'écrit alors c 



9.7 



est indépendante de c ssi 



2.2 Caractérisât ion 

Théorème 2.2.1. Une variable aléatoire h = 

pour toutes fonctions mesurables J et g sur (r, B(R)^ 

{fib),Ag{c))^^=0 

. . / \ \ pi-Pi si i=j 

ou A — \ ttij 1 avec aij — < 

^ l<î,i<n I p.p^ gi i j 

Démonstration 

b et c sont indépendantes ssi = E(^f{b)^E(^g{c)^ pour toutes fonctions f, g 

mesurables sur (r, B(^)^ . 

n n 



k=l k=l 

n 



En explicitant la première égalité : ^(pI - Pkj f(bk)gick) = ^PjPkf{bj)g{ck). 

k=l jytk 

A 

Remarques 

1. Ce théorème n'est que la traduction surK," via l'isomorphisme, de ce qu'il se passe 
dans L?{ij). 

2. Le noyau de A est leffi,-espace vectoriel engendré par (on vérifie aisément que 

n 

Ax = 4==^ Vi ^PfcXfc = Xi). 

k=l 

2.3 Cas général 

2.3.1 Notations 

- On notera plutôt 1 que 1]^" 

- NCD =nombre de coordonnées distinctes de c, 



9.R 



- G=[g(c), g] c'est leR-espace vectoriel engendré par les éléments g(c), g parcourant 
l'espace des fonctions mesurables sur 

- F(b) =[f(b),f], 

- Im^ji^ = l'image de l'opérateur A restreint au sous espace vectoriel G, 

- Afc = la k^^^^ colonne de A, 

- Ak{j) = la coordonnée du vecteur (le cœfficient ajk de la matrice A), 

- c„j , . . . , Cuj^cD coordonnées distinctes de c, 

- li^ {j\cj = Cui}, i = 1, . . . , NCD, 

- Ui pour i=l, . . ,NCD, 

- , . . . , les coordonnées distinctes de b, 

- Ji = {j\bj = KJ, i = l,...,q, 

- Pi pour i=l,. . . ,q. 

2.3.2 Indépendance, première approche 

Lemme 2.3.1. On a les propriétés suivantes : 

1. dim G = NCD 

2. leG 

3. 1 e 

Démonstration 

(a) Si nous posons, pour tout j = 1, . . . ,NCD : Sj{c) = e^, on peut écrire c = 

NCD 

i=i 

Pour tout g, g(c) G [ei(c), . . . ,eNCD{c)] = G donc G C G. 

NCD 

Soit z E G, z = ^ ZkSk^c), il existe g mesurable sur ^R, 5^)^ (l'interpolation 

k=i 

de Lagrange nous fournit un polynôme qui convient) telle que gipu,^) = pour 
k = l NCD. 



(b) Il suffit de prendre g=l. 
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(c) (l,Ag{c)^^„= ^Pkgick)-^PjPkgick) = ^Pk9{ck)- ( '^Pj ) '^PkÇick) = 0. 

k=l j,k k=l \j=l / k=l 

A 



Remarques 

1. dim (^ImA|^)= NCD - 1 puisque le G. 

2. On peut raisonner pour le point 1) du lemme 2.3.1. sur l'espace probabilisé. G est 
l'image, par l'isomorphisme naturel, de l'espace vectoriel engendré par les indica- 
trices des ensembles c~^^{cu^}j, u = 1, . . . ,NCD. Ces ensembles étant disjoints 
et au nombre de NCD, la dimension de cet espace est NCD. 

3. Si c a toutes ses coordonnées distinctes alors : 

- Sm-E" 

dim ^Im74|^j= n — 1 donc dim (ImAi^)-*- = 1 et par suite la variable aléatoire 
constante égale à 1 est la seule variable aléatoire indépendante de c (pour être 
précis il faut dire que toutes les variables aléatoires de l'espace vectoriel engendré 
par la variable aléatoire 1 sont indépendantes de c) . 

- SurL2(/x) 

La tribu engendrée par c, est la tribu discrète, donc seule la variable aléatoire 1 
lui est indépendante. 
Dans la suite on pourra supposer NCD < n. 

4. Si toutes les coordonnées de c sont égales alors : 

- Suri" 

Im^l^ = {0}. C'est à dire, toutes les variables aléatoires sont dans ^ImA|^^ 
et par suite, lui sont indépendantes. 

- Sur L2(^) 

La tribu engendrée par c, est la tribu grossière qui est indépendante de toute 
tribu. 

Dans la suite on pourra supposer NCD > 1. 



30 



5. On va utiliser la caractérisation suivante de l'indépendance de b et c 



A partir de maintenant on prend : NCD e {2, . . . , n — 1} 

Lemme 2.3.2. Soit une variable aléatoire b telle que dim F (h) = q ^ 1. Les 

éléments, {xi\ de (F(h)\ vérifient un système de la fo 



forme : 



i = l,...,q 



Démonstration 



On a vu ( point 1 de la démonstration du lemme 2.3.1.) que le système {ei{b), . . . ,£g(6)} 
forme un base de F(b) donc : 



xeF^ ^ Wke{l,...,q} (x,£fc(6))=0 ^ (x,^ej^ = 







, k = l,...,q 



A 



Lemme 2.3.3. S'il existe k e {i,...,ncd} tel que Nk = 1 alors la variable 

aléatoire constante égale à 1 est la seule variable aléatoire indépendante de c. 
Démonstration 

Supposons Nk = 1 et que b/ 1 est indépendante de c. Alors par le théorème 2.2.1. pour 
toutes fonctions boréliennes f,g (^f{b),Ag{c)j= 0. 
Prenons en particulier g(c) = e„j, alors : 

n 

- Pour f=I, on a biPi = bi 

i=l 

n 

- Pour f{x) = on a ^ bfpi = bf 



i=l 



n n 2 

Ce qui donne : b^Pi = {^^^ ^iPi) ®^ donc 6j = bj pour tout (i,j)G {1, . . . , n}^, c'est à 



dire 6 G [1]. 



i=l 



1=1 



A 



2.3.3 Conditions nécessaires d'indépendance 

Proposition 2.3.1. On suppose que pour tout j dans {1, . . . , NCD}, 2 < Nj < 



n. 



Pour tout A; G {1, ... , NCD} les vecteurs : 
forment une base de ImA^^. 

De plus, si on note V^{j) la j^^"^^ coordonnée de Vy alors : 

7^ pour tout (uj) e {1, . . . ,p} X {1, . . . ,n}. 

Corollaire 2.3.1. On conserve les notations de la proposition 2.3.1. 
Prenons h ^ 1 et posons 



X 



\Xn J 



i = 1, . . . , q 



Deux conditions nécessaires pour que ImA\ C F{b)^ sont : 

G 



Ml, > 2 pour v — 1, . . . ,q 



q < min 

je{l,...,NCD}-{k} 



Démonstration de la proposition 2.3.1. 



• (Asiic) ) est un système générateur de Im^i puisque on peut prendre < l,£i(c), 
{1, . . . ,NCD} — comme base de G . On sait d'autre part que dim ^Im^di^ 



i e 



99. 



NCD — 1. Ce système forme donc une base de lm.A\ 



G' 



v.{j) = Y,Mj) = < 



ou 

p3{J2p^~^) < 



A 



Démonstration du corollaire 2.3.1. 

• S'il existe u tel que N^, = \ alors l'équation x^^ = est une des équations définissant 
F{b)-^. D'après la proposition 2.3.1. aucune coordonnée des vecteurs de la base de 1mA 



A 



G 



n'est nulle donc Im^i n'est pas contenue dans F{b)- 



Fixons j dans {!,..., NCD} — {k}, Vj = Ai. On additionne Nj colonnes donc Vj a 

ieij 



Nj termes < et n — Nj termes > 0. 



/ pi{J2p^-si{ij)) \ 



En effet : K- 



PnÇ^Pi-£niIj)) 



J 



1 



SI 



où £u{Ij) 

sinon 

et les £v{Ij) valent exactement N^ fois 1, j étant fixé. 

• Si on a plus de Nj (resp. n — Nj) équations, q > Nj (resp. q > n — Nj), alors il y en 
a une dans laquelle il n'y a que des termes > (resp. < 0), elle ne s'annule donc pas. 
On en déduit qu'on doit avoir q < m.m{Nj,n — Nj) pour que Vj soit dans F{b)-^. Un 
raisonnement similaire pour chaque vecteur de la base nous donne : 



q < min 

je{l,...,NCD}-{k} 



_,„(iV,.n-iV,) 



Théorème 2.3.1. Soit une variable aléatoire c telle que dim G = p avec 1< 
p < n. Une condition nécessaire pour que les variables aléatoires c,bi, . . . jb^, bi ^ 1 
i = 1, . . . , N , forment un système globalement indépendant est : 



N 



pY\_n{bi) < n 



1=1 



où nipi) = dim F{hi) i = 1 . . . , N . 



Démonstration 

On regarde les tribus engendrées par chacune des variables aléatoires : 

Te = cT(r?, . . . , ro) où ro = {a,\i g /,} = c-^ ({c„.}) . 

Et pour i = l,...,N Tb,=a(T\,..., T^^^,^)) 

où T1 = xl^,. . . étant les coordonnées distinctes de bi. 

Pour avoir l'indépendance il faut que les intersections D ' ' ' D ^oi^^* vides 

pour tout {ko, ... , kjsf) G {1, . . . ,p} x {1, . . . , n{bi)} x • • • x {1, . . . ,n(6jv)}. Ce qui nous 

N 



fait î» JJn(6î) conditions à vérifier. 

i=l 

D'autre part on a [a^ f]' ' ' f]K)(^iK(^- ' ' (^K)= ^ P»^"^ t»^* ^ 
(^{ko, kN), ik, . . . , In)) e ({1, . . . ,p} X {1, . . . , n(6i)} x • • • x {1, . . . , n{bN)}^ 
puisque pour tout j G {0, . . . , A^} et tous rj ^ Tj^f^Vi = 9. 

N 

Ainsi pour avoir l'indépendance on doit nécessairement avoir p JJn(Xj) <n = ^Q,. 



i=l 



A 

Corollaire 2.3.2. Le nombre maximun de variables aléatoires globalement indé- 
pendantes est : 

7Vmax = max|A;eiZV|2^-i<n}. 

Démonstration 

Pour tout ensemble, E{N) = {61, . . . , bjy}, de variables aléatoires globalement indépen- 
dantes on a : 

- 1 G E{N) 

k 

i=2 

N 

- A/max = maxj A' I JJ n(6j) < n avec 62, • • • , ^at ind., 7^ l| 

i=2 

N 



Pour toute variable aléatoire bi, n{bi) > 2, donc JJn(6j) > 2^ ^ et par suite : 

1=2 

iVmax < max|iV|2^-i < n}. 

Pour finir il suffit de prendre bi = a;^!^» + x\lj^^ i = 1,. . . ,N pour avoir A^max > 



max 



{iV|2^-i < n}. 



A 



Deuxième partie 

DENSITÉ DE VARIABLES 
ALÉATOIRES 



Chapitre 3 
Polynômes de Wick 

3.1 Introduction 

On fixe : • (M,E,/i) un espace probabifisé, 
• f, geLî'(M,S,/i)Vp>l, 
on note : • rup = Jj^ f^d/i, rrip = Ifl^d/i, nombres qui sont finis, 
.i/„ = [/^A; = 0,...,n]. 



Remarque 

On peut se demander quelle est la dimension de Hn. Ici on va prendre comme hypo- 
thèse, dim(if„)= n+1, c'est le cas quand le support de f est d'intérieur non vide. Cette 
condition n'est pas automatique, comme le montre l'exemple suivant : 

en prenant /i — + Si), f — \ on obtient Hq — [1], Hi — [1,/], — Hi 

l -1 

pour tout k > 2. 

Définition 3.1.1. On définit l'opérateur Df sur par : 

n n 
k=0 k=l 

Proposition 3.1.1. On peut définir cet opérateur sur |^ Hn et le prolonger dans 
L\M,E,f,): 

fe>0 fe>l 



sur l'ensemble des séries convergentes, ^afc/^ dans L\M,E,ii). 

Proposition 3.1.2. On a les propriétés suivantes : 

1) Df est linéaire, 

2) si h = af+h alors — [h^. A; = 0, . . . , n] et 

Df[{af + br] = aDnm, 

3) on a : 

y Ni N2 \ /Ni \ N2 Ni , N2 

DÀ T.aj'Y^hf ]=dJ J^a.f )j^hf + Y,(^kfDf( J^b.f 

V k=0 k=0 ^ ^ fe=0 ' k=0 k=0 ^ k=0 

Démonstration 

1) Simples calculs. 

2) On développe (a/ + 6)"^ avec la formule du binôme de Newton. 

3) On développe le produit, on lui applique Df : 

N1+N2 n 

XI ^^'^kK-kP'^ 
n=0 fe=0 

on écrit n = (n — A;) + A; et on a le résultat. 

A 

Remarque 

Quand on se place sur l'espace image, Df devient une vraie dérivation. 
Plus précisément, si à G (Ji^n on associe le polynôme P(x), dans L'^{fj,f), [g — 
akf ^ ^^^'^ ^ ^(^)) ^ ^f^d) = ^of. 

finie 

Définition 3.1.2. On définit une suite (/")n>0; appelée 77,^^^^^ puissance de 
Wick de f, par : 

' f^'di, = 



I Df{f''+^) = (n + 1)/", n>l, vérifiant 

Proposition 3.1.3. On a : 



+1- 



sih^af + b, bj^O, alors /i" = a^. 



Démonstration 



Par récurrence : 

f = h^ = l,f = f-rm,h^ = h- E{h) = a{f - mi) = af 

Supposons que /i" = a"/". 

Df{hP^^) = aDh{hf^^) (proposition 3.1.2.) 

= a(n + l)/i" o"+i(n + l)/" 

Dfih"^^ - a"+V^^) = ^ h"^^ - a{n + 1)/"+^ = const. ; 
finalement comme E{h"'~^^ — 0"+^/'^"'"^) = 0, const. = 0. 



3.2 Exponentielle de Wick 

- On suppose qu'on a exp \t\ ■ \ f\ G LP'{M, E, jj) pour tout t & V {V étant un voisinage 
de zéro). 



- La transformée de Laplace de f est donnée par : çi>/(i) = Jj^exp{tf)diJ,. Une condi- 

tion suffisante pour que Sn(t, f) — \^ —\î^ converge dans L^(M, E, //) est que : 

kl 



k=0 



n>0 

Définition 3.2.1. On définit : 

Sxpitf) 



m„ < oo. 



qu'on appelle exponentielle de Wick. 

Exemples : EXPONENTIELLES DE WICK 

1) pour / - 7V(0, 1) : &p{tf) = e*^-^, 

on reconnaît la fonction génératrice des polynômes de Hermite, 



2) pour / ~ ea;p(A) (A > 0) : <&p(i/) = e*^^ * 



3) pour / ~ r(a, b) : £xp(tf) = e 



tf 



b 

b^t 



4) pour / ~ r(l/2, 1/2) : &p(i/) = e^^v^r^, 

6) pour / ~ P(a), a > : &p(t/) = exp(t/ - a(e* - 1)) . 

Proposition 3.2.1. Sous les conditions énoncées plus haut, Sxp{tf) est, dans 
un voisinage de zéro, développable en série entière (convergente dans L^{M, E, /i) ) et on 
a : 

E{Exp) = 1. 

Notations 

-&p(t/) = ^iy„(/)-, 

77/. 

n>0 

n>0 

n ^ 

fe=0 



Pour X e ffi, et A; e IN on pose : 



x\ x{x — 1) • . . . • (a; — A; + 1) 



k k\ 



On notera [x] pour la partie entière du réel x. 
On a : y \mkan-k = 0. 

i.— n V / 



fe=0 

Démonstration 

Il existe un voisinage, V, de zéro sur lequel <?!>/(i) ainsi que sont développables 

en série entière {^f{t) ne s'annule pas). Voyons la convergence dans L?{M, T^^jj) : 
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Posons An= ^ 'k\T\^'^^^ °" * ■ 

k+l=n 



m mm , ,^ , ,[ 

n=l k=l 1=1 

™ UlA; \ + \l 

fe=i ■ z=i 



C(t) 

m 

|>S'„(i,/)| < l^ml < C(t)exp|t| • l/l =^ convergence dans L^(M, S,//). 

n=l 

La convergence dans L^(M, S, /x) en découle car : 
l'9n(t,/)|-^P<C(t)exp(2|t||/|). 

A 

Proposition 3.2.2. On a : 



Démonstration 



/° = 1, Wo{f) = !;/! = /-mi, = f + ai, mais ^ (^^akUin-k = pourra > 1, 

donc (n=l) ai = -mi. 

Supposons que /" = W„(/) = ^ o-kf^^^ comme Dff^'^^ = (n+l)/" on en déduit : 



fe=0 
en—k+1 



k=0 

n+1 



n-k + 1 



I ^ lOfe/ - On+l ~ / . 1 ^ jaklTln-k+l 

k=0 ^ fc=0 ^ ^ 

î — n V / 



fe=0 

A 



Exemples : FORMULATIONS EXPLICITES 

1) pour / ~ J\f{0, 1) 

Wnif) = H^if) = n\J2 IJ oMi polynôme de Hermite), 
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2) pour / ~ exp{X) (A > 0) : 

3) pour f T{a,b) : 



H'.(/)-r?(/,^n!è(„!,){;(^) 

k=0 ^ ^ 



4) pour /~r(l/2, 1/2) : 



ifc=0 ^ ^ 

5) pour/~r(a(-),/30) : 

^„(/).«„(/)^è(-i)'(:).E(:)(,^)(3'(gV', 



6) pour / ~ P(a), a > (D 



fe=o ^ ^ 

Proposition 3.2.3. On a les propriétés suivantes : 

1) Df{£xp{tf))^t£xp{tf), 

2) Sxpitf) = — ^, 

3) £xp(X(sf + tg)) = £xp{Xsf)£xp(Xtg)^f^^jp!^. 
Démonstration 

1) On utilise le prolongement de Df. 

2) Simple vérification. 

3) Il suffit d'écrire : 0./+t5(A) = ^^Çt^|^^0,_^(A)0^,(A). 

A 



A9. 



Remarque 



Sxp{X{sf + tg)) 



cxp(A(g/ + tg)) ^ exp(A(g/ + tg)) 



Pour avoir des précisions sur les propriétés des puissances et de l'exponentielle de Wick 
confère [1]. 



Il est connu (voir par exemple [2]) que les polynômes orthogonaux classiques ont une 
somme importante de propriétés en commun dont : 
- ils ont • une formule de récurrence 



• une formule de Rodriguez... 
(en fait, toutes ces propriétés découlent, y compris les propriétés d'orthogonalité, de la 
formule de Rodriguez, confère [2]). On a vu que les puissances de Wick de la variable 
aléatoire X (ici on s'intéresse aux propriétés polynômiales on notera X pour f pour le 
notifier) sont des polynômes en X de formule explicite : 



On peut se demander si cette suite de polynômes est orthogonale, cette situation nous 
permettrait de puiser dans les outils de la théorie des polynômes orthogonaux. 
Quand ces polynômes ne sont pas orthogonaux, existe-t-il des propriétés communes à 
toutes ces familles (formule de récurrence, équation différentielle...). 



3.3 Propriétés des puissances de Wick 



3.3.1 Introduction 



• une équation différentielle 




n—k 



3.3.2 Orthogonalité 



Théorème 3.3.1. Etant donnée une variable 




L2 



(M,E,/x); teV,ona: 



Vn ^ m / Wn{X)Wm{X)dfx ^ ^ X ^ J\f{ 



Jm 



mi,m2 - ml). 



Démonstration 



On suppose mi = (quitte à prendre X — mi). 
= X XWn{X)dn = pour n^l. 



Pour n 7^ 1 m„+i = • X") = (f\mn-kEi XW, 

k=0 ^ 

= [1)mn-im2 
= nm„_ 1777-2 

m2n+i = 2nm2n-iiTi2 , mi = 

m2n = (2n - I)m2n-2m2 , rno = 1 



(^) 



"l2n+l = 

^ m2n = (2n - l)(2n - 3) • . . . • Imom^ = |g|m^ 

On a donc une variable aléatoire qui a les moments et la transformée de Laplace d'une 
variable aléatoire suivant une loi M{0,m2), on peut donc conclure que X ~ A/"(0,m2). 



A 



Remarque 

Ce théorème règle le problème de l'orthogonalitc. Dans le cas où X suit une loi 
normale on a vu que Wn = Hn- C'est un objet bien connu (dans le cadre classique de 
la décomposition en chaos de L^((K,, B^), -^e~^^/^) ). On va essayer de trouver des 
propriétés communes à toutes les suites de polynômes de Wick. 

3.3.3 Formules de récurrence 

On sait que SxpitX) = WniX)— où £Kp{tX) est une fonction connue qu'on veut 

n>0 

développer en série entière. En fait Sxp{tX) n'est rien d'autre que la fonction génératrice 
des puissances de Wick, que nous appellerons également polynômes de Wick. 
On va puiser dans la théorie des fonctions génératrices (confère [3]) pour trouver une 
formule de récurrence. 
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i) Première formule de récurrence 

Théorème 3.3.2. Les polynômes de Wick vérifient la formule de récurrence 
Wo{X) = 1 

^ Wi{X) = X-mi 

WniX) = {X-m,)Wn-i{X)--J2[l]bn-kWkiX). 

^ fe=0 ^ ^ 

Oùbn = ^r^jk- rrikan-k- 

h—n V / 



k=0 



Démonstration 



On part de l'égalité : 



fe=0 



V étant un certain voisinage de zéro inclus dans le disque de convergence de la série. 
Comme le membre de gauche est strictement positif on peut en prendre le logarithme, 
puis on dérive par rapport à t, puis on multiplie par t pour obtenir : 



j-n 

tX -y^n- mn—. y] an—. = — t 

n>l n>0 y ^ Wn- 



n>0 



ni 



Ce qui nous donne : 



(n — 1)! n\ 

n>l ^ ^ ' k=0 

Où on a posé : 



^ n>l 



k=o 



On identifie les coefficients de chaque côté et on a le résultat attendu. 



A 



Exemples : FORMULES DE RECURRENCE 1 

1) X ~ A^(0, 1) : 

Hn{X) = XHn-i{X) - (n - l)Hn-2{X), 



4.^ 



2) X ~ exp(A) (A > 0) : 



n-2 



E'niX) = {X- l)EUX) - (n - 1)! E 



k=0 



3) X ~ r{a,b) : 



"2 -pab/ v-) 1 



4) X^r(l/2,l/2): 

rr(x) = (x-i)r|l,(x)-(n 

5) X~r(aO,/3(-)) : 



fe=0 



ji-2 



on— fe— 1 j j 



A;=0 



n-2 



= ( ^ - - W - (n - 1)! ^ ^ 



A;=0 



n—k 



«1 l ^ ) +«2 



(S 



n—k- 



6) X ~ P(a), a > : 

P:iX) = iX-a)P:_,{X)-aJ2r )Pk 

k=0 ^ ^ 



(X). 



Remarque 

Cette formule de récurrence n'est pas très maniable, le calcul du cœfficient 6„ est 
souvent délicat, voir même impossible, ce qui nous oblige, pour obtenir la formule finale, 
à refaire tous les calculs. 



ii) Seconde formule de récurrence 

Théorème 3.3.3. Les polynômes de Wick vérifient la formule de récurrence 
Wo{X) = 1 



Wi{X) 



X — mi 



nWn{X) = J2(^^Wn-k{X){kXrnk-i-rirnk) 



4fi 



Démonstration 

On agit de la même façon que précédemment mais en multipliant par 4>x{t) Wn{X) 

k>0 

au lieu de W„(X)— -. 

^-^ ni 

A 



Exemples : FORMULES DE RECURRENCE 2 

1) X-A/'(0,1) : 
2) X ~ exp(A) (A > 0) : 

Etu{X)(\X- 



k h^-^ V 6 



3) X ~ r(a, 6) : 

fe=i ^ 

4) X~r(l/2,l/2): 

5) X~r(aO,/30) : 

i — n \ / 



fe-1 

E 

p=0 



X - n 

P )\ k—p—1 J \bi J \b2 J V V k — p 



—n 

6) X ^V{a), a > : 



ai + /c — 1 
A; 



nP„«(X) = e- (^^) kX{aDf-^ {e^) - n{aDf {e^) )p:_,(X). 
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Remarque 

Cette formule de récurrence est beaucoup plus maniable, il n'y a plus de calculs 
intermédiaires à effectuer. Cela vient du fait qu'on n'utilise plus le développement en 
série de l'inverse de la transformée de Laplace, objet souvent difficile à déterminer. 
Cependant, dans le cas J\f (0,1), la formule obtenue est moins intéressante. Ainsi, en 
fonction des situations, on pourra choisir l'une où l'autre de ces formules de récurrence. 

3.3.4 Equations différentielles 
i) Première équation différentielle 

Théorème 3.3.4. Les polynômes de Wick vérifient une équation différentielle 
donnée, pour n > 0, par : 



Démonstration 

Comme W;,{X) = nWn-i{X) on a pour n>k Wk{X) = ^W^''~''\x) on remplace cette 
valeur dans la formule de récurrence et on a le résultat. 



nW^{X) -{X- mOK(^) + E n^i'H^) = 0- 



A 



Exemples : EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1 



1) X r.J\f (0^1) : 



nHr.(X)-XK(X) + H':(X)^0. 



2) X - exp(A) (A > 0) : 



k=2 



3) X ^ r{a,b) : 




k=2 



AR 



4) X^r(l/2,l/2): 

n 

nrp{x) = {x- 1)( rr nx) - 5^2^-i(rr f\x). 

5) Xr.r{a{ll),P{ll)) : 



k=2 



k=2 



a 

«1 l ^ I +«2 



6) X ~ V{a), a > : 



nP^iX) ^{X-a ){P:)'{X) - «E ^Ï^W 



k=2 



ii) Seconde équation différentielle 

Théorème 3.3.5. Les polynômes de Wick vérifient une équation différentielle 
donnée par : 



k=l 



k\ 



Démonstration 



C'est exactement la même chose que précédemment. 



A 



Remarque 

Cette équation différentielle n'est pas une réécriture de la première (confère le premier 
exemple). On a ainsi trouver deux équations différentielles vérifiées par les polynômes 
de Wick. 



Exemples : EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2 

1) X r^J\f{0,l) : 

[n/2] rrm.^. l(n-l)/2] (2fc+l)/^x 

nH^iX) + ny ^^^^J^ - X V ^" „ ^ ^ - 0- 

k=l k=0 



4P 



2) X ~ exp(A) (A > 0) : 



ni^.\^)-E(^nf^f 1=0 
k=l 



3) X - T{a,b) : 



k=l 

4)X^r(l/2,l/2): 



il, , ^kX -2nik-\) f2k-2\ , 11..^ . 



k=l 



5)X~r(aO,/3©) : 



ng„(x) = 5;]gf)(x) 



Efc-i 
p=0 



fe=0 

(a2+p~l\ (a2+k~p-2\ l ^ \ { P_\ i X-n^ 



/a2+p-l\ /a2+k~p-2\ 
\ p )\ k-p-1 ) 



bi l 62 



-k-p~l \ 
k-p J 



6) X ~ V{a) : 



nP^{X) = e-"Ë( kX{aDf-^ (e") - n{aDf (e«) Y 
fe=i ^ ^ 



A;! 



3.4 Quelques lois en probabilités 
3.4.1 Loi NORMALE, 7\/'(0, 1) 



- Densité 



e 2 



27r 



transformée de Laplace : <j)x{t) = . 



3.4.2 Loi GAMMA de paramètres a > et 6 > 0, r(a, h) 



Densité 



6" 



: /(x) = l]o,oo[(x)---e-^^x"-\ a > 0, 6 > 0, 



transformée de Laplace : çi>x(^) 



'h-t 



Y pour |i| < h. 



3.4.3 Combinaison linéaire de Lois GAMMA, r(a(j;),^g)) 

Les paramètres étant tous des réels strictement positifs, c'est la loi d'une variable 
aléatoire Z pouvant s'écrire Z = aX + I3Y où X et Y sont des variables aléatoires 
indépendantes de loi respective F (ai, 61) et r(a2,&2)- 

Notons fia la densité de aX (qui suit une loi r(ai, ^)) et la densité de /3Y ( qui 
suit une loi r(a2, ^)). 

- Densité : f{x) = fi^ * f2p{x), 

- transformée de Laplace : <i>x{i) = ( 1 I ( ■; tt I pour Ifl < 61 A 62- 

\bi-atj \02-ptJ 

3.4.4 Loi EXPONENTIELLE de paramètre A, &p(A) 

C'est une loi r(l. A). 

- Densité : /(x) = Ae~'*"'l]o,oo[(a:;), 

- transformée de Laplace : 0x(^) = -r— — pour \t\ < A. 

A — t 

3.4.5 Loi de POISSON de paramètre A, V{\) 

- Loi (discrète) : P(X = A;) = e"^— -, 

/v! 

- transformée de Laplace : (t>x{t) = exp( A(e* — 1) )• 

3.4.6 Loi BINOMIALE de paramètres N,p,q : B{N;p,q) 

C'est la loi d'une variable aléatoire sur {0, . . . , N}, avec p + q — 1 {p > 0,q > 0, N e 
]N) : 

-loi : P{X = k) = (^\''q''-'', 



transformée de Laplace : 0x(^) = (e*p + ç)^ 



3.5 Quelques rappels sur les polynômes de LAGUERRE 
généralisés, L^{x] 



[0,+oo). 



i-iY 



w{x) = ^ , q; > -1. 
r(n + a; + 1) 



ni 



n 

m=0 



^-^ \n — m I m\ 



Intervalle d'étude : 
Standardisation : 
Fonction poids : 
Norme : 

Formulation explicite : 

Formule de récurrence : 

' (n + l)L^+i(x) = [(2n + Q; + l)-x]L;ï(x)-(n + a;)L^_i(x) 
L»,{x) = 1 

L1{x) = l + a-x. 

Equation différentielle : 

xy" + (« + !- x)y' + ny^O L^{x). 
Formule de Rodriguez : 

n\x°'e ^ ax^ 

Fonction génératrice : 



F^{t,x) = (1 -;,)— lexp(^) = J2Ki^>'' , kl < 1 

n>0 



F,9. 



3.6 Une relation avec les polynômes de Laguerre 



On va noter Ta,b{t, x) la fonction génératrice des polynômes de Wick, r'^''{x), associée 
à une variable aléatoire suivant une loi F (a, b). 



Proposition 3.6.1. 



Démonstration 



C'est une simple vérification. 

A 

Proposition 3.6.2. 



k=0 ^ ^ 



Démonstration 



k>0 ^ ^ 

Pourn>l ( r = Vf^ + ^~^')x'=donc: 

fc>o ^ ^ 

k>l fe>0 ^ ^ 

m—1 



m>l fe=0 

Ou encore : 



n>0 m>l fe=0 ^ 



d'où le résultat. 

A 



3.7 Les premiers polynômes de Wick 

l)Xr. AA(0, 1) : =. H^iX) ^nlY: ^.J— 



k=0 



2m{n-2k)\ 



Ho{x) = 1 H3(x) = x^-3x 

Hi{x) = X Hi{x) = x^-6a;2 + 3 

H2{x) = x^-1 H^{x) = - lOa;^ + 15a;. 



2) X ~exp(A) : X" = E^{X) = X" - -X 

A 



3 

E^{x) = 1 ^3^(0;) = x^- -x^ 

1 4 

= x-j E^{x) ^ x^- jx^ 



E^{x) = - ^ = x^ - -x'^ 



3)x~r(M):X« = r?(x) = „!t(„!,)|;(^)' 

k=0 ^ ^ 

Vf{x) = 1 



Vf{x 
Vf{x 



Vf{x 



Yf{x 



X 



a 



6 62 



3 o*^ 2 I q'^('^~1) a(a — l)(a — 2) 



— X — 3-rX + 3 — X — 



62 63 



4 yi ^ 3 I 2 ^ ^(^ ~ ~ 2) ^ a(a — l)(a — 2)(a — 3) 



^5 _ 5 V + lO^^^^x^ - io Q(» 2) ^2 ^ ^ a(a-l)(a-2)(a-3) ^ 
6 62 ^3 ^4 

a(a-l)(a-2)(a-3)(a-4) 



it=0 ^ ^ 



a; 



3a;2 - 3a; - 3 



rp(x) = 



P2 2 

^ 4 



Ax^ - _ ;^2a: _ 15 



rp(x) 



x2-2x-i rp(x) 



x^ - Sx^ - 10x=^ - 30^2 - Ibx - 105. 



5) X^V{a) : X" = P^{X) = ^ ( ^ JX"-'^ [ e"(aD)''-(e-") 



fe=0 



P,%x) 
P^{x) 

P^{x) 
P-{x) 
P^ix) 
Pi{x) 



= 1 



X — a 

„2 



— 2aa; + (a^ — a) 

x^ — 3aa;2 + 3(0^ — a)x + (— + 3a — a) 

- 4aa;2 + 6(0^ - a)x'^ + A{-a^ + 3a - a)a; + (a^ - <oo? + Ta^ - a) 
x^ - hax^ + 10(a2 - a)a;3 + 10(-a3 + 3a - a)x'^ + 5(a^ - Ga^ + Ta^ 
+(-a^ + lOa^ - 25a3 + ISa^ - a). 



Chapitre 4 

Densité de variables aléatoires discrètes 



4.1 Introduction 



2"-l 



Les fonctions de Rademacher, rn = 1, n > 1 r„ = > (— l)^lijLfc+ii5 forment un 
système souvent utilisé et dont les propriétés sont bien connues. Ce sont notamment des 
variables aléatoires de ^[0, 1], B{[0, 1]), à valeurs dans {-1,1}, centrées, indépendantes. 
On sait, si on pose J>j = cr{ri, . . . , r„), que B{[0, 1]) = ^ J>i et construire à partir des 

n 

{T^njn un sous-espace vectoriel (sev) dense de ^[0, 1], B{[0, 1]), . 

n 

Cet espace vectoriel est celui engendré par les produits JJ^ r^. où 1 < /ci < • • • < A;„ , 

i=l 

n e IN. (On appelle ce système, "système de Walsh" pour J.L.Walsh). 
Avant de généraliser ce résultat, voyons deux propositions faciles. 

Proposition 4.1.1. Ef,ant donnée une suite de variables aléatoires indépen- 
dantes centrées (vaic) du second ordre, on ne peut pas construire (sans en prendre les 
produits) un sev dense de L^. 



Démonstration 

soit Xn ■ (îî,^, P) — >■ {E,£), comme E(^ {XoXi)Xj ) = Vj > on a trouvé une variable 
aléatoire ^ orthogonale à l'espace vectoriel engendré par les Xj,j G IN, il n'est donc 
pas dense dans L^(0, J", P). 

A 



Remarque 

Une suite de vaic réduites fournit un système orthonormal ce qui pourrait nous 
pousser à essayer de montrer que c'est une base de L^(i7, P). Cette proposition nous 
en dissuade immédiatement. 

Proposition 4.1.2. Soient X : (Q,Tx,P)~^ {R,B{g),Px), {Qn)n une famille 
de polynômes de L'^(R) formant un sev dense. 
Alors (^Qn{X)^ , forme un sev dense de L^(0). 

Démonstration 

/ G L'^{n) telle que E(^fQn{X)^=0 Vn. f est J^x-mesurable donc f = g o X {g -.R ^R). 
La condition s'écrit : 



j^gix)Qn{x)dPx{x) = Vn^ ^ (3 = O)^ (/ = O). 



A 



Remarque 

Cette proposition nous dit qu'un moyen d'investigation, dans la recherche de sous- 
espaces vectoriels denses, est d'étudier des familles de polynômes dans les espaces image. 

4.2 Suite de variables aléatoires prenant 2 valeurs 

On se donne une suite de vaic réduites (vaicr) (X„)„>i : {fl, J^, P) {ai, 02} où J-' — 

W J^n a-VeC J^n — ■ ■ ■ , ^n) ■ PoSOUS i ^ ^ ^ 

l [ HJ^ ^ [Xi^---Xi^ : l<ii<---<ik<n]l<k<n 

fc>0 

Ai={X,)-\a,) 

Ak^Aln---n Al^ avec k = {k^, . . . , /c») G {1, 2}". 

Les if^ sont les espaces vectoriels engendrés par tous les monônes de degré k qu'on peut 
obtenir avec les n premiers termes de la suite. (Il est assez facile de voir que pour tout 
j, s'exprime avec 1 et Xj pour tout k >2.) 



Kl 



Théorème 4.2.1. {Jnn est dense dans L'^{fl,J^,P). 

n>0 

Lemme 4.2.1. 

Démonstration du lemme 4.2.1. 

Posons Ek^i = E(^Xi^ ■ ■ ■ Xi^Xj^ ■ ■ ■ XjJ^ , supposons A; < k', il existe une permutation a 
de Sjfc/ telle que : 

Les variables aléatoires étant centrées, E^i;' = 0. 

A 

Lemme 4.2.2. 

Vn > 1 L\Q,J^n,P) =nn. 
Démonstration du lemme 4.2.2. 



D'une part Tn = a{Xi, . . . = a{Ak, k G {1,2}"), par indépendance des variables 
aléatoires aucun des n'est vide, les systèmes j € {1, . . . ,n} sont des parti- 

tions de Il en est de même du système | A^, k £ {1,2}| (on le voit facilement par 
récurrence) . 

est donc engendrée par 2" éléments qui forment une partition de et , par suite, 
dim^^(J7, J>j,P)^= 2" (engendré par les Ia^)- 

D'autre part les éléments de H]^ sont linéairement indépendants, en effet : 

soit Aj^...ij,Xjj ■ ■ ■ Xii^ = en multipliant par Xj^^ ■ ■ ■ Xj^, puis en prenant l'es- 

l<tl<---<-tfc<K 

pérance on trouve = 0. 

Chaque H"^ possède (^) éléments (qui sont libres), de part l'orthogonalité, T-Ln possède 
V ( !^ ) =2" éléments. 

Finalement, comme T-Ln C L'^{Q.,Fn,P) le lemme est démontré. 



A 



Démonstration du théorème 4.2.1. 



Prenons f dans L^{Q,,T,P) orthogonale L (J^n- Par le lemme 4.2.2., f est orthogo- 
nale à chaque L'^{Tl,J'n,P), n > 1, donc pour tout F dans J^n, E(^lpf^= 0, mais 

n>l 

I F, E(lFf^ = I est une classe monotone contenant algèbre donc, par le théo- 

n>l 

rème de la classe monotone, E(lpf) = pour tout F dans F et par suite / = d'où le 
résultat. 



A 



4.3 Suite de variables aléatoires prenant un nombre 
fini de valeurs 

Soit Xn : iyt, F,P) — {ai, . . . , oat}, n > 1 une suite de vaic ayant des moments de 
tous ordres, F = \J Fn où Fn = • • • Xn). 

n 

Proposition 4.3. 1. Pour tout j >1 fixé dans IN, le système |l, Xj, X^'^j 
est une base de L^{D,,Txj, P)- 

Remarque 

Cela veut dire que dans un ensemble générateur on ne peut pas avoir de puissances 
supérieures à N-1 de chacune des variables aléatoires . 

Démonstration 

Posons comme précédemment Aj^ = (Xj) ^(ofc) A; G {1, ... , N}'^. 
Alors Xj = ail^j H h «A'I^i^- 

D'une part ) • • • > l^i | est une base de L'^{Q, , P)- 

D'autre part si X^, . . . , X^~^ est un système libre de L^(Çl, , P) alors c'est une base. 

N-l 



Formons : ^ XkX^ = 
fe=o 

N-l N-l 

^ Afe(ail^| + • • • + aNl^0= 0^J2'^Ai (^0 + Maj + ■■■ + Aiv-iaf-^)= 



fe=o 



^ 1 ai a\ 



y 1 oat a 



N 



JV-1 
''N 



= Ao = • • • = Aiv-i = (déterminant 



de Vandermonde) . 



A 



Remarque 

On a envie de faire la même construction que précédemment en posant H]^ pour 

l'ensemble des monômes de degré k ce qu'on peut écrire grâce à la proposition 4.3.1. : 

< «in < n , «il + • • • + Q;i„ = A; , G 



L\ tu 



1 < «il < 



{0,...,7V-i} 



et en posant Hr. 



n{N-l) 

U 



fe=0 



n=l 



Cette décomposition n'a plus de sens pour N >3 car les ne sont plus orthogonaux. 
Exemple, N=3 

[1] 

E{Xi ■ Xf) = EiX!) 

[1] 

[Xl,X2] 
H 2 = [-^1 ! -^2! ^1^2] 
^1 — [^1^2tXiXI] 



n=2 < 



Hl = [XlXl] 



E{Xi ■ Xf) = E{Xf) ; E{XiX2 ■ XfX2) = E{Xf)E{Xl) 

En prenant X = -1 • l,o,i] + 3 ■ l]i,2] - 2 ■ 1]2,3], P = f, E(X3) = 6 

Théorème 4.3.1. Posons : 

no = [1] 



— 



x^' • • -x^" , («1, . . e {0, . . .TV - ir ] n > 1 



Alors "H^ es^ dense dans L^(îl, J^, P). 



n>0 



fin 



Lemme 4.3.1. Le système jxfi • • -X"- , («1, . . . e {0, . . . , - 1}" j est 

libre. 



Démonstration du lemme 4.3.1. 

Formons Y. ^«i-a^^r " " " " = 

(aj,...,0!n) 
e{0,...,iV-l}" 

Le système jlAfc , A; G {1, . . . , A^}'* | forme un base de L'^{Q,J^n,P) (c'est le même rai- 
sonnement que dans le cas de deux valeurs, confère lemme 4.2.2.). 

TV 

On peut écrire : X^^ = ^ a^* l^g . 

Si = («1, . . . , 1 = • • • = J2 '^Al^n-nAn^ (partition). 

(ui,...,Un) 

e{i,...,jv}" 

Supposons maintenant que / (ai, • • • , q„) & {0, . . . , N — l}" : 
3 (il, . . . , ifc) G {1, . . . , iV - 1}*, il < . . . < Zfe : 



e{i,...,iv}fc 



("fe+i----."") 

OÙ ijfc+i < • • • < i„ et {ijfc+i, . . . , in} = {1, ■ ■ ■ , A'"} - {ii, ■ ■ ■ , ijfc} 
On peut écrire : 



£{1,...,^^}*: 6{l,...,JV}"-'= 
(i'l,...,i/n) 

e{i,...,Jv}" 

3 a G Sn (permutations d'ordre n) telle que 74j,\ n • • • n = ^i^j^j n • • • n ^^^^^^ 

Il Ifc "^(1) "crCn) 

6{1,...,JV}" 



(i/l,...,i/n) 
6{l,...,Af}'« 

Comme a^^^^ = . . . = = on peut écrire : 
• • • X^" = ai/j^ • • • av'X lAi^n---nAj, 

(i'l,---,i'ri) 

e{i,...,]v}" 

Donc : 



(ai,...,an) («1 .-■■.an) (i/i,...,i/„) 

e{o,...,Jv-i}" s{o,...,Af-i}" s{i,...,jv}" 

0. 



fil 



^ E ( E V-a„<---a^:)lAi^n...nAî;„ =0. 

(i-l,. ..,!/„) \ (ai,...,an) / 
e{l,...,-iV}" g{0,...,JV-l}" 

Comme le système jl^fc , A; G {1, ... , iV}'* | est libre on a : 



V(z/i,...,z/n) G{l,...,iVr , Yl V...«„a^^ • • a^„" = 0. 

(ai,...,an) 
e{0,...,JV-l}» 

Regardons le cas n=2 : V(q;i, «2) G {0, . . . , iV — 1}^ ^ Aq;jo!2o"i ~ ^ 

e{i,...,Jv}2 



En utilisant l'ordre lexicographique pour ranger le vecteur colonne ( A^^ 
tient l'écriture matricielle suivante : 



(0102) 



on ob- 



An ai An 
An a2AN 



N-l A 

Oo An 



An QnAn 
/ 1 ai • 



Où on a posé A 



N 



O-N J 



^00 



^01 



Ajv- 



\ 1 OAT 

Ce qu'on peut réécrire : 



(a 



N 



o'-.o 



V 



An I 



( I ail ■■■ af-i/\ 



\ I aNi 



N-l 



= 



I J 



où I = IdN^N- 

det An ^ (déterminant de Vandermonde) , on peut appeler le déterminant de la 
deuxième matrice "déterminant de Vandermonde généralisé" (on le calcule par la même 
méthode que le déterminant classique). 

Prenons comme hypothèse de récurrence que le système s'écrit : 

^ Mn ^ (^^ai - a„^ = avec det M„ = ( M„ G A^Ar^xiV")- Voyons le rang n+1. On vérifie 
aisément qu'on a : ^ Mn+i ^ (^^ai - a„+i^= avec 



n+l 
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(en utilisant l'ordre lexicographiquc pour ranger le vecteur \ai---a„+i] 
/ M„ \ f I a,I ••• af-^/ \ 



M, 



n+l 



o'-.o 



V 



M 



n ) 



OÙ I = Idjv 



\I aNi ■■■ a^-'l J 



On utilise l'hypothèse de récurrence pour déduire : det Mn+i / 0. Par suite on peut 
conclure que Xai---a„+i = V(ai, . . . , a„+i) G {0,. . . ,N — l}""*"^, c'est à dire que le 
système est libre, ce qui démontre le lemme 4.3.1. 
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Lemme 4.3.2. 



Vn > L2(1], J-„,P) = Ur 



Démonstration 



Comme J^n = (^(^ , , A^}" ^, L'^{Q, J^n, P) est engendré par | , k G 

{1, . . . , A^}" I (puisque {A^, k} est une partition de Q). 

Donc dim^ L^(ri, J>j, -P) ) = (aucun des A^ n'est vide par indépendance des variables 
aléatoires ; comme aucun des Aj,, n'est de probabilité nulle, p{Ak) 7^ VA; G {1, ... , AT}"). 
On voit aisément que : c&rd^X^^ ■ ■ ■ X^" , (ai, . . . , «„) G {0, . . . , iV - 1}"}= N"" 
(on a une bijection {0, . . . , iV - 1}" ^ H„ («i, . . . , «„) ^ " " " ^n")- 
Le lemme 4.3.1. nous permet d'en déduire : dim(Hn) = N'" 

Un et L'^{9.,Fn,P) ont le même nombre de générateurs 
donc Un = L'^{^,Tn,P). 



Ainsi < 
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Démonstration du théorème 4.3.1. 

Prenons f dans L^{Q,,J-,P) orthogonale à IJ^n- Par le lemme 4.3.2. f est orthogo- 
nale à chaque L^(f2, P), n > 1, donc pour tout F dans £^^1^/^= 0, mais 

n>l 

I F, E(lFf) = I est une classe monotone contenant algèbre, J^n donc, par le théo- 

n>l 

rème de la classe monotone, E{lpf) = pour tout F dans T et par suite / = d'où le 
résultat. 

A 



Chapitre 5 

Densité de produit de variables 
aléatoires continues 

5.1 Densité 

5.1.1 Notations, premiers résultats 



Le but de ce paragraphe est d'étudier l'espace engendré par les produits des termes 
d'une suite de variables aléatoires . 

Pour cela, donnons nous une suite de variables aléatoires réelles, centrée réduites 




définies sur un espace probabilisé 




8 étant la tribu engendrée par la suite considérée 




et E un espace vectoriel normé. 



Nous noterons : 
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Il s'agit donc d'étudier l'espace des polynômes K, (^n)„g]N* • Plus précisément, notre 
étude va porter sur le ffi,-espace vectoriel engendré par les produits de la forme : 

1 • . . . • X^- (n e IN*) ((«1, (IN*)") . 

Notons : 

Xn Vect^[x'^' X^-\{a,, (IN*)"}:= 

neIN* 

Théorème 5.1.1. Supposons que pour tout n ^ UST , Xn soit dense dans {^E^ ^n,^^, 
alors 

X C L^{e,£,v). 

dense \ / 

Remarque 

Les raisonnements donnant des résultats de densité s'inspirent souvent du théorème 
que nous rappelons ici dans sa version hilbertienne. Sa démonstration utilise le théorème 
de Hahn-Banach sous sa deuxième forme géométrique (confère [5] p. 7). 

Théorème 5.1.2. Soient H un espace de Hilbert et G un sous-espace vectoriel 
de H. 

Si pour tout h & H 

((V^eG)(< h,g>^0))^ (h = 0) 
où <,> désigne le produit scalaire de H, alors G — H, ce qu'on peut aussi écrire : 

G^ = {0}. 

Démonstration 



Soit / G L^E,£,u]nX 



2< 



La suite ( E(f\£n) ) est une martingale de carré intégrable (càd qui vérifie sup„ EM^ 
oo) relativement à la filtration (^n^ jj^* , elle converge dans (^E, £, i^) vers E{f\ \J = 



/ (puisque S. = \J £n), confère par exemple [6] p. 49 et p. 62. 

n 

Fixons n G IN*, comme / G on a : 



V(ai, . . . G IN"^ (^E(^E{f\Sn)X'^' • • • • • X^-^ E(^fX'^^ • . . . • X^-^ 



En particulier, n étant fixé dans N*, 
et par densité de Xn dans L'^(^E,£n, i'^ 

E{f\£n) = 0. 

ce qui entraîne / = et par suite 

= {0} 

i.e. X est dense dans (^E, £, . 
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5.1.2 Quelques conditions suffisantes 
i) Existence de moments exponentiels 

Nous allons voir que l'hypothèse d'existence de moments exponentiels est une condi- 
tion suffisante de densité (confère [7] chap. 2). 

Définition 5.1.1. On dira qu'une variable aléatoire U admet des moments ex- 
ponentiels si : 

(3io > o) (V|i| < io) (£;(e*^)<oo). 
Nous noterons Sxp{U) cette hypothèse. 

La proposition suivante donne le lien entre la condition £xp et la densité des poly- 
nômes, commençons par rappeler une propriété de telles variables aléatoires . 



Lemme 5.1.1. Toute variable aléatoire X vérifiant Sxp yXj admet des moments 
de tous ordres : 

(ya e IN^(^E{\X\°') < oo) 



fifi 



Proposition 5.1.1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (^E,Sx,i^^ 
vérifiant 8xp alors 

X ■.= VectAx''\ae In\ C L'^(e,Sx,A. 
Démonstration de la proposition 5.1.1. 



Soit g G L'^\^E,£x,iyjnX^. 

3/ G (r, B(^),i'x^ telle que g = f o X , où vx est la loi image de X par v. 
Posons : 

comme g & (^E, Sx, , ^{t) est bien définie, pour tout t Gffi,. En passant dans l'espace 
image on a : 

V{t) = j^é'-f{x)dvx{x). 

• Régularité de ip 
Soit a G IN 

'fait) := i\x'^\-\é'''f{x)\dvx{x) 



< ll/lb i\x'''\dux{x) \ 
es \M j 

< +00. 

La dernière inégalité étant vraie par le lemme 5.1.1. On a noté CS pour exprimer qu'on 
utilise l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Le théorème de dérivation de Lebesgue assure 
l'existence de toutes les dérivées de (p. 

• Existence d'un ouvert où ip et toutes ses dérivées sont nulles 

f étant orthogonale aux polynômes, on va développer e'*^' en série entière de façon à faire 

apparaître les monômes x" (a G IN). 

Il faut qu'on puisse inverser J et vérifions le. 

Regardons : 

fceIN 



J^e^'-^\f{x)\dux{x) 



I I ^0 

< +00 pour \t\ < — 



fi7 



On peut intégrer terme à terme la série — — l'intervalle D :=] — ^, + 

feelN ■ keJN 
de la même façon, pour j G IN* : 

Comme 5 G A'-^, (^[^^ = (j G IN). 
• Prolongement 



Posons : 

- Do:=D 

On a (^1^^ = 0, c'est le point précédent. 

Pour prolonger ce résultat àffi, faisons un raisonnement par récurrence sur p. 
Soient j G IN et i G -Dp+i, 3tp G Dp tel que \t - tp\ < ^, 



• \t — tp\ < 

Ce qui nous donne 



on peut intégrer terme à terme 

la série E ^^^^^^^^{ixY e''^' f{x). 
fceIN 



ikelN 

et donc (/?[■'■' = 0. 

D'autre part 

to , to p+1 



p + 1 

puisque lim ( tg)) = +00 

p— >+oo 2 

donc Dp =]R, et finalement, pour toutj G IN (p^^"^ = 0. 

peIN 
• Conclusion 

Par injectivité de la transformée de Fourier, on déduit que / = puis 5 = 0, 
il s'ensuit : 

X = L''(^E,Sx,i^). 



fis 



Remarque 

Dans [9] pX on pourra trouver une autre démonstration de ce résultat. Dans le cas 
de variables aléatoires ayant une densité par rapport à la mesure de Lebesgue, cette 
proposition relève de la théorie des polynômes. Dans [4] pl33, on trouvera une démons- 
tration basée sur le principe du prolongement analytique ; une généralisation à ffi,"^ de 
cette méthode impose l'utihsation de la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs 
variables. Nous avons choisi une démonstration plus constructive, comme nous le verrons 
plus loin, qui se généralise assez facilement. 

Définition 5.1.2. On dira qu'une suite de variables aléatoires [Uk) admet 

V / k&M 

des moments exponentiels si : 

(yk e (3Tk > o) (y\t\ < Tfc) (^(6*^*=) < oo). 
Nous noterons £xp{^Uk)j^^j^ cette hypothèse. 

ii) Deux corollaires au théorème 5.1.1. 

Corollaire 5.1.1. On suppose de plus que les variables aléatoires {^nj^^jif sont 
indépendantes. 
Si 



alors, 



Démonstration 



y VectJx^'-...-Xi^"\{a,,...,an)ew\ C L'(e,£,u 
-/AT ) 



soit Vk (resp. l'x) la loi de ^resp. X := {Xi, . . . , X^)^ alors l'x = i^i 
Dans les espaces images 

UJ I > (^Xi{uj),...,Xniuj)y.= {xi,...,Xn). 

L'indépendance nous assure l'isomorphisme : 

n 

(e", B(^^), vx) ^ (g) (r, B(^), vu) 
k=l 



ce qui fournit la solution : 

n 

|x^|a € In| est un système générateur de (r, B(^), i^k^ , |(^ a;^'=|(ai, . . . , a„) € IN"| 



k=l 



est donc générateur de (k, B^),iyi^^ . Par l'isomorphisme, on remonte à l'espace 



k=l 

source et utilise le théorème 5.1.1. pour conclure. 
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Remarque 

Dans le corollaire suivant, on ne suppose plus les variables aléatoires indépendantes, 
ce qui impose une hypothèse plus forte à chacune d'entre elles. 

Corollaire 5.1.2. Avec les notations du théorème 5.1.1., on suppose que la suite 
de variables aléatoires {^kj vérifie l'hypothèse £xp{^Xi?) ^^jj^^ ; 
alors : 

U VectJx^^-...-X:-\(^{a,,...,an)eIir)\c û{e,S,v). 
Démonstration 

Elle va consister en une généralisation de la démonstration de la proposition 5.1.1. 
Fixons n G IN* : 

Soit g G L'^(E,£n,y)r\X^ 

3/ e L2 (a", B(^^),ux) telle que 5 = / o (Xi, . . . , X„) . 
Notons : 

Comme g £ (^E, E^, , 'ç{t) est bien définie pour tout t Gffi,"". En passant dans l'espace 
image on a : 

^{t) = f e'<''->f{x)dux{x). 
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• Régularité de ip 



Soit («1, . . . , a„) € IN' 



¥'(a;i,...,a, 



■n 



){t) 



< 

lois marginales 



es 



< 




et CSG 



< 



+00. 



La dernière inégalité est vraie par l'existence de moments exponentiels qui assure l'in- 
tégrabilité de tout polynôme. On a noté CSG pour exprimer qu'on utilise l'inégalité de 
Cauchy-Schwartz Gcncraliscc. Le théorème de dérivation de Lebesgue assure l'existence 
de toutes les dérivées de <y9. 

• Existence d'un ouvert où et toutes ses dérivées sont nulles 

f étant orthogonale aux polynômes, on va développer e'^*'^^ en série entière de façon à 



n 




m 




fceIN 

e\<''->\\fix)\di^x{x) 




n 




< 



+00 pour \tk\ < —. 
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n / ■ , \h 

TTn Tk Tk r ■ , s !.. (Z < î, X >) 

Sur D:= ,-| on peut intégrer terme a terme la série > ^ — —. 

k=i feelN 



\j=l / kl+-+kn=k j=l 

•A; M / " \ 

jfcgIN fei+-+fe„=fc " j=i \j=i / 

De la même fa^on on montre que, pour p = pi + ■ ■ ■ + Pn (j^Pi, ■ ■ ■ ,Pn) € IN"^ : 

\ 1 " / feelN ki+-+k„=k " i=i \j=i / 

Comme g G , v'i^ = et pour tout p = pi + ■ ■ ■ + Pn {{pi-, ■■■,Pn) £ IN"^, 

/ dPip 



atf • . . . • dt?r 

ProloiiRC'iucnt 



= 0. 

\d 



Commençons par réduire l'ensemble D pour le rendre symétrique et plus facile à mani- 
puler. 
Posons : 



- \t\oo ■■= SUp \tk\ 
k=l,...,n 



- Dp := |t Gffi" I |t|oo < ^+P^P&'^} pour p = OonaDo = D. 
On a — ^ = 0, c'est le point précédent. 

dx-^'--...-dxn" I 

Un raisonnement par récurrence sur p permet de prolonger ce résultat à R" . 

Soient des entiers naturels j, ji, ■ ■ ■ ,jn tels que ji • • • jn = j i ^ -Dp+i, 3tp G Dp tel 

que |t — tpl < on peut écrire : 

r=l 



dxl^ ■ . . . ■ dxP„ 



a I •/la 1 
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l[{iXrre'<'^'->f\ = \l[{Xrrf\ 



r=l 



r=l 



\f — f \ <: 10. 



on peut intégrer terme à terme 
la série 



Ce qui nous donne 

( ^ 

\d4' ■■■■■dxir 

et par suite 



(tj 



{i <t-tp,x >)'' Y{{ixry^ 



r=l 



D'autre part 



0. 



U 

peIN 



2n 2n 2n 



ro)) 



puisque lim ( — — ^to)= +oo 
p-5>+oo^ 2n ' 



donc -Di, =]R" d'où finalement - 

^ P Bi^^ . . Br)" 

• Conclusion 



= 0. 



Par injectivité de la transformée de Fourier, on déduit que / = puis g = 0, 
il s'ensuit : 



Xn — L' 



Le théorème 5.1.1. nous permet alors de conclure. 
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Remarque 

Sous les hypothèses du corollaire 5.1.2., les variables aléatoires étant indépendantes, 
le résultat découle immédiatement du corollaire 5.1.1. et de la proposition 5.1.1. 



5.2 Application 



5.2.1 Explicitation du modèle 



Considérons : 



- L^(^E,S,i'^ donné en 1 

- un espace de Hilbert H, séparable, muni d'un produit scalaire <, > 

- ( Cfe ) „ , une base hilbertienne de H. 

Notre modèle va être la donnée de ces deux espaces de Hilbert, le premier muni de sa base 

hilbertienne, le second de la suite de variables aléatoires iXk] .et d'une application 

V / fcelN 

(j) les liant l'un à l'autre de la façon suivante : 

/i = ^ < /i, Cfc > Cfe I — > <h,ek> Xk. 

keW keW 

Je renvois à [7] chap. 1 pour avoir plus détails. 

5.2.2 Etude de la convergence dans tous les 
i) Convergence exponentielle 

On se place dans les conditions d'application du corollaire 5.1.2. On va avoir besoin 
d'une hypothèse plus forte, il nous faudra un intervalle non trivial sur lequel toutes les 
variables aléatoires admettent des moments exponentiels. 

Proposition 5.2.1. (Converg ence exponentielle) 

Supposons que S :— inf > et soit (hk) „ une suite d'éléments de H, 
k&m ^ /keW 

alors : 



2 

, ceci 



Pour démontrer cette proposition on va borner uniformément (en n), ^e'*'^*^'*"^' 
découlera du résultat suivant : 

Lemme 5.2.1. (Proposition 2.2 [7]) 

Soient (0^) G 1^{M) et (Vk) une suite de variables aléatoires indépendantes 
\ / kelN \ / kelN 

centrées, réduites (vaicr). On suppose £xp^(Vk)f^^jj\j^ . 

Si T := inf ^ > 

\ak\ 

alors U :— a„Ki vérifie S{U) sur l'intervalle ] — et Ee^^ < es*^^"*. 
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Démonstration de la proposition 5.2.1. 



Idée : utiliser le théorème de convergence de Vitali 
• Convergence en probabilité 
Soit ï7 > 

ïy^[el*'^{/»n)| > 1 + ^]^ = u(^^\t(j){hn)\>Hl + ri)j^ 



< — — — r B.Tchebychef 
ln(l + ri) 



La convergence de (jik^ ^ donne alors le résultat. 
• Equi-intégrabilité : 

Posons a" :=< hn,ek >, alors |a^| < \\hn\\- 

{3N G IN)(Vn > N)Çik G IN, |a^| < 1) 



Comme /i„ : 



Tk 

pour n > N, inf — r > r. 

Le lemme 5.2.1. nous montre alors que Ee^*'*''^^^'^ < ei^^*)'!!'*!!' {t G] - d'où 

l'encadrement 

suivant : 

< £;e2|*<^('^n)| < 2el''\\^-\\' < 2ei*' it e] - -,+-[). 

^ ' 4 4 

On a ainsi majoré uniformément sup„ E^^el*'^^'^")!^ ce qui implique l'équi-intégrabilité. 
Le théorème de convergence de Vitali donne le résultat, à savoir, la convergence dans 
L\v) : 
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ii) Convergence dans tous les W 

Proposition 5.2.2. (Convergence dans tous les L^) 
Sous les hypothèses d'application de la proposition 5.2.1. on a : 

(VP>1)(0(A„)^^'O). 



7.^ 



Remarque 

Dans l'ensemble des suites ayant des moments exponentiels cette proposition nous 
offre une réciproque à la précédente. En effet, on peut affirmer en particulier que 0(/i„) — > 0. 
La réciproque découle alors de l'isométrie : 

\\hn\\H = ||0(/in)||L2(,.)- 



Démonstration 

Fixons n G IN et i £] — 5' "'"if- ^ développement en série entière suivant : 

feelN 

(série à termes positifs, à valeurs dans R^). On veut prendre la limite des deux membres 



quand n tend vers +00. Vérifions qu'on peut inverser lim et > . 

fceIN 

Pour cela fixons to g]0, +|[, 

(^3iVGlN)(^VraGlN,ra>iv)^ < l). 

Prenons n > iV, |t| < to et /c > 1 un entier naturel. Nous devons montrer que la série 
converge uniformément sur IN : 

E\4'{hn)\'' < -^2ei*oll'»"lP par le lemme 2.1 
*° w 

< -r2e8^o car n > iV. 

Mais 

est le terme général d'une série géométrique convergente, ainsi 

fceIN 

converge normalement donc uniformément sur IN ; par suite 

1= lim Sel*'^^'^")! = 1 + y lim E\è(hn)\^^^ 

itelN* 



7fi 



et 

fceIN* 



d'où pour tout k G IN* : 



lim E\cP{hnW = 
n—^+oo 



Généralisation 

LP C Li p>q 



Comme nous travaillons avec des probabilités < 
D'autre part 



\q ^ Il llp- 



^Vp > 1^ ^[p] < p < [p] + 1^ (partie entière). 

Pour toute suite (Uk) de L^^~^^ on a : 
V VfeelN 



jf^nlip ^ ll^n||[p]+l 



Ce qui nous démontre la proposition 5.2.1 pour tout p> 1. 
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5.2.3 Une application 

Tous ces préliminaires nous permettent d'énoncer le résultat qui nous intéresse dans 
cette partie. Nous conservons les hypothèses précédentes et utiliserons un espace de 
Hilbert particulier. On va prendre H :— B^),IÂj où fj, est une mesure bornée. 

Introduisons quelques notations : 

- Wo 

- Wn := Vec^[Wt, • . . . • WtJih, ...,Q gE"} (n > 1) 

-W :^ [jWn 
neIN 

Théorème 5.2.1. Dans les conditions d'application des propositions 5.2.1. et 
5.2.2. 

dense \ / 



ne 



IN 
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Démonstration 

Pour tout k G IN* G L'^(R,B(^),fx), il existe une suite de fonctions simples (^eÇj 
convergeant dans L^(^fij (par densité) vers e^. 
C'est à dire, pour tout k fixé dans IN*, il existe : 
- (j^{j,k)^ suite strictement croissante d'éléments de IN, 



eIN 



.eIN 



JNj (ai{j,k)e]S.(i = l,...,N{j,k))^ 
- to{j, k) < • • • <tN{j,k) des réels 
tels que : 



NU,k) 
î=0 



Pour simplifier on omettra de préciser le couple (j ,k) , on notera ( el ) cette suite et 
(y^k) -TivT image par 



_6lN 

son ima.P'e na.r d>. 

jelN 



(a) G INj [yk G IN j i^Xl G Wi 
Il suffit de voir que : 

N 



i=0 

(b) (yp>i)[xi^Xk) 

Cela résulte de la proposition 2.1. 

(c) (Vn G IN*) (v(A;i, . . . , G IN") (x^, • . . . • X^^ G W) 
Par récurrence sur n. 

n=l : 

(Vp> l)(x^^Xfc) (point 1). 
HR : fixons n G IN* et supposons que : 

(VsG{l,...,n}) (Vp>l)(v(/ci,...,A;,)GlN^) [x^ ■ . . . ■ X^-^ X^, ■ . . . ■ X^,) 

Prenons maintenant (ki, . . . , fen+i) £ (IN*)"'"'"^. Alors : 
ll^ifci ■ • • • ■ ^L+i -^ki- ■■■■ ^fe„+il|2 

^ Il (^ifci ■ ■ ■ ■ ■ -^ki - ■■■■ Xkn)^k„+i\\2 + ll^fei • • • • • Xk„ (Xfe„_^j - Xfe„+i) II2 

^ ll^fcl ■•••■^L --'^fcl •••••^fenlUII-'^WlIU + IIXfei • . . . •Xfe„||4||X^^^^ --'^fcn+llU- 

H+i^^Wi) donc 

(3io G in) (Vi > io) (ll<+J|4 < II^WilU + 1) 



7R 



en utilisant l'hypothèse de récurrence (HR) et le point 1), on a : 

Xk,-...- Xk„^, e Wn+i c W 

et par suite 

(Vn G IN*) (v(A:i , . . . , A;„) e (x^, .....x^^eW) 
finalement X <ZW <Z L"^ donc 

X = W = L^(E,£,i?j. 

A 



7P 



Troisième partie 

CONSTRUCTION ET ÉTUDE 
D'UNE INTÉGRALE 



Chapitre 6 



Construction d'une intégrale 



6.1 Résultats techniques 



6.1.1 Modèle 



Nous utiliserons les données suivantes : 
i) - E un espace vectoriel normé 

- £ une tribu sur E 

- {Sn)ne¥[* filtration de £ 

- V une probabilité sur (E,£^) 

- (-^fc);jg]N* une suite de vaicr ffi, sur [E^E^v) pour laquelle il existe, pour tout 
p > 1, une contante telle que : 



sup E\X^\^ < Kp 
feelN* 

fjL une probabilité diffuse sur S(K,)) 



iii) 



une base hilbertienne de H :=L'^(E,E,u) 

- ^ : H ^ L'^(R,B(Si),iij h {h,ek)Xk. Nous noterons $(/i)„ la 

ifceIN* 



somme 



n 



partielle y ^{h, ek)Xk 

k=l 



Remarques 




est naturellement une base 



hilbertienne de 



- Pour toute fonction / G H'^" on a / = (/, e^j ® • • • iX) ej^)eji ® • • • ® e^^ 

ai,-jn)G(A'*)" 

- Dans le cas où les variables aléatoires {^k}^^]^* sont gaussiennes on sait, confère 
par exemple [7], qu'il existe un mouvement brownien /3 pour lequel : 

Jo 

Nous généraliserons cette idée dans la suite en construisant une intégrale dans le 
cas où les variables aléatoires (-'^fc)j,gj]\f* ne sont pas gaussiennes. 

Proposition 6.1.1. $ es^ une isométrie pour les normes usuelles 
6.1.2 Lemmes 

Lemme 6.1.1. Considérons les données suivantes : 

1. (m^ une martingale sur (e, s, {£n)^^]lf,i^ 

2. {^nj un processus prévisible sur (^E, S, {^n)^^j]\j*, 
Si l'on suppose les deux hypothèses suivantes satisfaites : 

1. sup Efikffc - Mfe_i)^< oo 

k>2 ^ ^ 

2. EY^ < oo 
fc>i 

alors la martingale transformée : 



n 

(y * m) Y, Yk (m, - Mfe_i) 



fc=2 

est de carré intégrable. 
Démonstration 

Choisissons un entier naturel n supérieur ou égal à deux, on a : 

2 n 



Mk-Mk-ij Y^^k 

' fe=0 



A 

Lemme 6.1.2. Pour un élément f de H ^ H les deux suites 
f;(/,e,®e,)(X|-l)j =: 



.j=i / iV>l 

R9. 



N>1 



/ N j-1 



\j=2 k=l 



N>2 



N>2 



convergent dans L'^(R, B(R), /ij 
Notation 

Nous noterons (f^'^^f) et ^^^'^\f) leur limite respective. 
Démonstration 

On utilise le lemme 6.1.1. 
Pour la première suite on pose : 



Yk = if, Cfc (g) efc) 

k 



E{Mk-Mk-if < K^ + l 



— Il / \\h(S)H 



• < 



k>l 

pour la seconde suite on pose : 
ik-l 

j=i 
k 

Mk = E^J- 

3=1 



E{Mk-Mk-if =1 



fc>2 



< E (/'^j'^^j) ^11 / iil^^iî 

l<j<k 



A 



L/Gninie 6.1.3. ^p^"^^ et ip^^'^"^ sont des applications linéaires continues de Hç^H ^ 
Démonstration 

Soit / G -ff -ff on a, en utilisant, le lemmc 6.1.2. : 

(a) E'^\^(^){f)\^ < {K, + 2K2 + 1) Il / 111,^^ 

(b) E'^\cpi^'^){f)\''<\\f\\l^^ 

A 



Remarques 

• On a donc en particulier 



V9(2) Il < + 2K2 + I 

(^(l'I) Il < 1 



• Dans le cas où les variables aléatoires Xk {k G IN*) sont équidistribuées on a 
Il (^(^) 11= M4 + 2M2 + 1. Pour le voir il suffit de considérer [/i G -ff et t/i 7^ avec 
U2 — lî^p (on peut également considérer f — ei® €2). 

n-l 

• En prenant / = 62 <8) ei on a £"1 ^^(/) ® ^k)Xk^n\^ — -E'|-^i-^2|^ — 1 donc 

n>2 k=l 

Il V^^''^ 11= 1 

Lemme 6.1.4. Pour fi, f2 dans H ® H on a : 

i-i 

i) ((^(l'i) (/2)) = E E ® ® Ck) 

j>2 k=l 

Démonstration 

Il suffit de polariser les résultats du lemme précédent 

A 

Lemme 6.1.5. Si les variables aléatoires (k G IN*) sont équidistribuées, on a 

pour fi, f2 & H ® H : 

E^[^('\h)ip('\f2))^ (M4 - 2M2 + 1) ® /2, ef ) 

Remarque 

On vérifie assez facilement que 

Il / fe««Hi r II .'^'(z) 11'^ 

Ce résultat nous incitera dans la suite à considérer un opérateur globalisant les deux 

opérateurs cp^^'^^ et (p^'^\ 

Nous garderons, cependant, ces deux derniers dans le but de simplifier les calculs. 



RA 



Démonstration 

On utilise la remarque précédente et la polarisation du produit scalaire. 

A 



6.2 Construction d'une intégrale 

6.2.1 Etude de produits 

Nous avons vu au chapitre précédent qu'on obtient un sous-espace dense de Lp' en 

considérant les produits X^^ ■ . . . ■ X^^ {{ki, ■ ■ ■ , kn) G (IN*)"^, n G IN*), sous l'hypothèse 
d'existence de moments exponentiels pour les variables Xk. 

Notre but, dans cette thèse, est l'obtention d'une décomposition en chaos. Nous allons, 
dans un premier temps, considérer les chaos d'ordre 2 et pour cela construire une inté- 
grale. 

Proposition 6.2.1. Pour des fonctions f et g de H on a : 

1. G L2 

2. ^{h)^{g) = ®g) + ip^^^^\h ® g + g ® h) + {h,g) dans 
Remarque 

Cette écriture nous poussera dans la suite à considérer des fonctions symétriques de 
H <S) H pour faire apparaître des propriétés particulières mais intéressantes. 

Démonstration 

n i — 1 n 

^ ^ (/i ® 5, ej ek)XjXk = ip'^'^^ {h g + g h) + ip'^\h (Fj g) + ^{h g, eu) 

j=l k=l k=l 

Il ne reste plus qu'à prendre la limite de chacun des termes dans L^. 

A 

Proposition 6.2.2. Si nous prenons une suite de partitions de [0, 1] : — t^ < 

■ ■ ■ < tQ — 1 dont le pas tend vers zéro, alors nous obtenons le résultat suivant : 



n 



fe=0 



ou 



^c^{{x,y) e^'|0<x<î/<0} 
et 

lg = {(x,y)eiï'|0<y<x<0}. 
Démonstration 

On utilise la proposition 6.2.1. : 

n 

fe=0 
n 



k=0 



On remarque que (/iljo,*^], 5l]t^,t^_^j) = 
On va maintenant étudier les termes : 



fc=0 



Ë ^^^^ ® ^^10.*^] ""^^^^ fie 

k=0 ^ 

^®f) (E V^l ® ^1*^*^+11 ~ le/) < 4(^/1(8)5) 
En appliquant le théorème de convergence dominée de Lebesgue on a : 



Nous avons : 



^<^5( E V^l 

fe=0 



le 



d'où 

Les termes N2 et iN/g* se traitent de la même façon. 

A 

6.2.2 Définition de l'intégrale 

Nous avons maintenant tous les matériaux pour définir l'intégrale qui nous intéresse, 
on la notera, pour h et g dans H : 

j ^h)sd^{g)s 

où := *(/il]o,.]). 

Définition 6.2.1. 

j ^{h)sd^{g)s := 9?^^'^^ {h®glc + g® HIq) +^^'^^ {h ® glc) 

Remarque 

C'est une intégrale dans le sens suivant : 

/n 
^h)sd^g)s = lim ^ [^{g)tn^^ - ^g)q) 

k=0 

n 

= lim 5^ $ (/iljo.tn]) $ [glnr,+,]) 

k=Q 

6.3 Une autre présentation du même objet 
6.3.1 Motivation 

La décomposition précédente est faite selon la base des polynômes xy et — 1. On 
pense soit aux polynômes de Wick, on a recentré, soit aux polynômes orthogonaux. On 
sait associer à la mesure /i (confère [2]) une famille de polynômes orthogonaux (-Pn)„gi]\[ 
où pour tout entier naturel n le degré du polynôme P„ est exactement n. 
En considérant les produits Pjj(XjJ-. . .•Pj„(Xj„), où les n-uples {ii, . . . ,in) et (j'i, . . . ,jn) 
sont formés d'entiers naturels distincts, nous obtenons une décomposition de Li^{v) selon 

87 



les chaos sur la famille de variables aléatoires L'indépendance des variables 

aléatoires et l'orthogonalité des polynômes nous donne une famille orthogonale, mais 
plus normée ; nous aurons l'occasion de résoudre ce problème dans la suite. 
Nous allons réécrire cette décomposition selon ces polynômes orthogonaux de façon à 
rendre les calculs qui suivent plus simples. Cette décomposition nous offre, de plus, une 
généralisation plus aisée. 

6.3.2 Le modèle 

Nous allons utiliser deux opérateurs. Comme nous l'avons déjà remarqué, l'introduc- 
tion de fonctions symétriques simplifie l'écriture de notre intégrale. Pour garder toute 
la généralité nous allons symétriser f & H ® H et considérer des opérateurs sur H o H. 
Pour n > 1, H°" est naturellement muni de la base orthogonale formée des (e^^ o • • - oej^) 
((il) ■ ■ ■ ,jn) G (IN*)"). Dans cette base toute fonction / de H°" admet la décomposition 
suivante : 



/= E 

(ilvjn) 

4wy 



-eji o • • • o ej„ 



De façon à retrouver les résultats que l'on connaît ([10]) dans le cas gaussien nous allons 
introduire les polynômes de Hermites associés à la mesure de Lebesgue sur ffi, pondérée 

1 2 

par e~2^ et adapter l'opérateur d'anihilation introduit par P.A Meyer ([10]). 

Nous allons utihser les notations suivantes : 

• Hn '■ le n}^^^ polynôme de Hermite, avec Hq — 1 

• On rappelle la formule de Rodriguez des polynômes de Hermite : 

HJx) = (-1)^62^ L_ 

• Dans la base des polynômes de Hermite on écrira pour n G IN : 

n 

X'^ — ^ ^n,kHk{X). 
k=0 

• Dans la base des polynômes associés à la mesure /i on écrira pour n G IN : 



k=0 



RR 



Nous pouvons donner la table des premiers cœfficients Tn,k et ■jn,k 



r,,./,. 


A- = 


A- = 1 


k = 2 


k = 3 


/,• = 4 




1 














n = 1 





1 











n = 2 


1 





1 








n — 3 





3 





1 





n = 4 


3 





6 





1 





A; = 




= 2 


A; = 3 


n = 


1 











n= 1 





1 








n = 2 


1 


ma 


1 






Hermite < 



Polynômes associés à // < 



Les premiers polynômes : 
Ho = 1 
Hi = X 

Nous pouvons maintenant définir nos deux opérateurs : 

• neIN* 



Po = 1 

P2 = X^-maX-l 



Définition 6.3.1. Fixons 



• {r,k) e {1, . . . ,n}2 

• («1, . . . , ar) e -CV" te/s gue ai + ■ ■ ■ + ar — n 

• (il, ■ ■ ■ , ir) e ^ tek gue 1 < ji < • • • < 



On définit les deux opérateurs qui suivent 



1. $° 



1=1 



2. 



H° 

r 



i=l , _u\ n -cn\ ■' p=l 



{kl + -+kr=k) (feiT^O) 
ki>0 



Remarques 



En passant sur l'espace H°" nous n'avons plus une base normale. Cela va nous obli- 
ger à transformer le produit scalaire pour conserver l'isométrie que nous proposait 



- On peut également remarquer que pour n=l, n'est autre que 



6.3.3 Première propriété du modèle généralisé 

Nous allons regarder ici des propriétés de nature topologique. Nous commencerons 
naturellement par préciser les normes sur chacune des espaces entrant en action. 

- Nous prendrons le produit scalaire usuel sur LF'{v) ainsi que sur iï®". 

- On va considérer le produit scalaire ( , sur if®" défini par : 

Où A: H°" 



r 



Oe^ ^ Y. An Oe^' 



avec A ji,...,jr '■ — ~ — 



n 



ai 



i=l 

Cet opérateur apparaît de façon naturelle dans la recherche d'une isométrie. 



Notations 



Posons 

- Cki,...,kr := I I [{'lai,ai-ki - lai,ai-ki) ilai>ki]\ 

- C(^k,n) '■= sup C""!- 

fejH hfcr^fc Ki,...,fcT- 

«iH [-ar=n 

- ^(fe,n) '■= sup Aki,...,kr 

felH \-kr = k c,i,...,ar 

«iH ^-ar = n 

On prend le produit scalaire usuel sur H°" , à savoir : 



\ffo" := ni II • \\h®" 



Les normes des opérateurs sont : 
- \\T{f)\\A ■■= sup 



II/IIt^o 117 \\A 
\\T{f)\\H°" ■= sup 



11/11^0 117 liffon-fc 

pn 



Proposition 6.3.1. On peut étendre par linéarité et continuité les opérateurs 

et à toute fonction f de H°'^ . 
De plus : 

- ll^°"IU = i 



k+r+1 



Remarque 

Le premier point de cette proposition nous dit, entre autre, que est une isométrie 
de {H°", \\\\a) dans L'^{v). 

Démonstration 



n r 

^°"(/)iii» = E E (/'.qe->^n^(^-(^.0') 

r=l l<ji<---<ir '~ i=l 

n 



r=l 



ai,---,«r i=l 



O ej;||^«. = ànr=i«^! (confère [10]) 



1=1 

d'où l'isométrie. 

2 



E 



fclH \-kr = k 

ki>0 





2 




CajH har 






fclH h fer 




1=1 



< C'(fc,n)^(ik,n) E n [("^ ~ f^i)Mci>ki]\ ' 



fc^H \-kr = k i = \ 



k + r — 1 
k 



< C(^k,n)A(k,n)in - ky4{{ki, ...,kr) eJN \ ki-\ \- kr = k} 



comme 



i=l 



cti-ki 



n on a le résultat. 



A 



6.3.4 Réécriture de l'intégrale 

On va ici regarder ce qu'il se passe, après un rapide rappel de la définition de l'inté- 
grale, pour nos opérateurs dans le cas où n=2. 

1. On a défini I{h, f) :— (p'^^'^^ {h<Si glc + g'S'hlQ^ + i^h^ glc) , son écriture sous forme 

de série étant : 

i-i 

Hf, ^) = E E^^ ^Ic + ^ ® hlQ, ej ek)XkXj + ^(/i ® glc, ef){X] - 1) 

j>2 k=l j>l 



PI 



J-1 

= 2 (g) glcY, ej ® ek)XkXj + ® ^Ic, ef - 1) 

i>2 fe=l j>l 

d'une part 

((/i(8)5(lc)°,ej 0efe) = {(h ^ glcY , Ck ^ Cj) 

donc 

2((/i ® glcY, ej ® Cfe) = {{h O 5flc)°, o Cj) 

d'autre part 

((/i®^lc)°,ej- ® e^) = ((/i®^lc)°,ej ocj) 

2. soit / e et regardons $°'(/) : 

i-i 

= 2 E $^(r , e, o e.)X,X, + 5^(r , ef ) (X| - msX, - l) 

j>2 k=l j>l 

3. Soit / e et regardons af : 

Il \ 1 sijV^ 
«1 (ej o Cfc j = < avec 72,1 = ma 

[ 72,1 sij = A; 

Nous pouvons rassembler tous ces résultats dans la proposition suivante : 

Proposition 6.3.2. 

Remarque 

Dans le cas gaussien on retrouve la décomposition de P.A. Meyer : 

6.4 Intégration par partie 

Nous allons établir une formulation du type formule de Itô pour les produits 
{Kg^E). 



P2 



Théorème 6.4.1. Soient h, g G H, on a : 

^hMg) = J ^h)sd^g)s + J <è{g)sd^h)s + mh),^g)] 

avec ^{g)] := (^$°' + aj^ {h (g) gl^) + {h, g) où A := {{x, x) \ x eM} 

Démonstration 

Posons Afc,fc+i$(/i) := ^h)t^^^ - 



n n n n 

j=0 k=0 j=0 k=0 

n 

j=0 

n .7-1 

,7 = 1 fc=0 
« fc-1 

fc=l j=0 

Appelons 5*" (z G {1, 2, 3}) la i^^™® somme du membre de droite, 
(a) On utilisant les calculs faits dans la démonstration de la proposition 6.2.2. 

n 

+E^^^i*..*.+i]'5^i*..«.+i])- 



. Dune part 1a 
et (/t (g) fiflA, fifci (g) ejfcj) = 0. 

n 

• D'autre part E^^^]«i.«i+il'^^]«i'*i+il^ = ^^'f)" 
i=o 

Donc S?^^\h,g) 

(b) 

(n j—1 
5®^EEi]*.,*.+i]®ife>%+i] 
i=i fe=o 

n i-1 
j=l A;=0 



n j-1 

• D'une part : ^ ^ 1 

D'autre part (/ilj^^^t^^^], ^1] 



]tk,tk+i] ® hti,tj+i] - XI ^1°.%] ® htj,tj+i] 



le. 



i=o 
o car j 7^ k. 



Donc 5^ + ^oaDig(^ hic) =: [ ^{g)sd^h)s 



(c) 



ra fc— 1 



\ k=l j=0 

on procède sensiblement de la même façon que dans le point précédent et on a 



n—^oo J 



A 



6.5 Norme 



Proposition 6.5.1. 



= \\h® 5lc|li2(,) + ® g, ej ® {EXf - 3) 



Remarque 



Dans le cas gaussien (équidistribuées, normales, centrées) on a EXf = 3 et donc : 



^hU<è{g), 



\\h®glc\\l2( 



Ce qui est conforme au résultat concernant l'intégrale de Ito. 



Démonstration 

Notons f := h® glc alors : 
I{h,g) = ^('''\f + f) + ^('\f) 



E {\I{h,gf) = E {\^^'^'Kî)\") + E (|9.(^'i)(/)f ) + E 

(^(i-i)(7)^(2)(/))^ 



+2 

+E 



P4 



A 



Les lemmes 6.1.3. et 6.1.4. nous donnent : 

i-i i-i 

j>2 k=l j>2 k=l 

+ Y^{f,ej^ejf {EXf-1) 
i-1 

+2^^(/,ej (g) ek){f,ej (g) e^). 

j>2 fc=l 

• D'une part (/, ej (g e^) = (/, (g) ej). 

• D'autre part : ||/||^®2 = ^ (/,ej (g e^)^ 

(IN*)' 

j>2 ifc=l j>2 ifc=l 

i>i 

On a donc, en ajoutant et retranchant le terme ^^(/, Cj (g e^)^ : 

j>i 

E \I{h, 5)1' = \\h (g 5lc|li.(^«2) + ^ e,- (g - 2) 

i-i 

+2^^(/,ej- (g ek){f,ej (g Cfe). 

j>2 jk=l 

• D'une part 2^^(/,ej- ek){f,ej (g e^) = ^(/,ej (g ek){f,ej (g e^). 

j>2 fe=l jyfc 

• D'autre part (/, /) = ^ (/, (g Cfe) (/, (g Cfe) . 

(J.fc)6 

(IN*)^ 

En ajoutant et retranchant (/, Cj (g ej){f, ej (g Cj) = ^^(/, Cj <g ej)' on a donc : 

^|/(/i,5)|' = ||/iC5 5lc|li2(^«2^ ® ^i) (^^' -3) + ifJ)- 

i>i 

Pour finir il suffit d'expliciter (/, /) et remarquer que le • Ig = 



6.6 Isométries partielles 
6.6.1 Notations 

1. Pour f eH^H on notera : J^{f) := (^$°' + ^ o aj^ (/). 



2. S2 := {f & H ® H \ f{x, y) = f{y, x)} le sous-espace de H ^ H des fonctions sy- 
métriques. 

3. On utilisera l'opérateur : 

B : H® H H®H 



Cj ® Cfc 



4 ^(1,1) .- vect {cj ® Cj I j e IN*} 

//(2) Vect {ej <^ ek \ j,k eJN*, j ^ k} 

6.6.2 Isométries 

Proposition 6.6.1. Les applications 

^(1,1) . (^(1,1)^ Il 11^) ^ 

^(^) : (//(^), Il \\b) ^ L^(^) 

5oni des isométries. 
Démonstration 



Soit / G //(l'i) on a : 



Soit / e 

on a 



\\B{ej^ej)\\Hm 



A 



6.6.3 Isométrie sur 5^ 

Dans le cas gaussien J2 = est une isométrie sur S'^. Dans le cas général nous 
perdons l'isométrie mais conservons une relation entre les normes de L'^{i') et S'^ : 



Proposition 6.6.2. 



\hoh et II 11^2(1^) ° J2 



sont des normes équivalentes sur 



Démonstration 



Soit / G S^, des calculs déjà faits dans la proposition 6.5.1. nous donnent 

j^k j>i 



On pose : < 
on trouve : 



a := mm{E{X] - if {j G IN*), 2} 
b := max{E(X2 - 1)2 (j g IN*), 2} 



a||/|||2<||J2(/)||i.(,)< 611/111. 



A 



Remarque 

L'ensemble de ces calculs fournit l'opérateur qu'il faut utiliser pour obtenir une iso- 
métrie. Les opérateurs A et B introduits précédemment ne conviennent pas. On va donc 
en introduire un troisième, C, sur H ® H : 



C{ej (8) Cfc) 



2ej (8) efe j k 

E(X]-iyej®ej j^k 



Proposition 6.6.3. 



J, : {S\ Il Ile) ^ 



est une isométrie. 



P7 



Démonstration 



Il suffit de remarquer que ||ej o e^H^ = < 

{f,ej o ek)c 



2 jy^k 

E{X]-1)^ j = k 



et \\ej o Cfel 



(j,fe)6 

(IN*)' 



A 



6.6.4 Vers une généralisation 

Pour des fonctions h, g & F, nous pouvons définir un processus {Zt)^^^ de la façon 
suivante : 

Zt:= J ^h)sd<è (^l]o,t]),. 
Nous noterons plutôt : Zf :— ^{h)sd^ {g)^. 

Nous allons étudier l'existence de modifications continues puis la variation quadratique 

de ce processus. 

Au préalable, nous établirons des résultats techniques utiles pour mener à bien ces études. 



Chapitre 7 
Résultats techniques 



7.1 Etude de Z'^ 

Pour simplifier l'écriture des calculs nous allons expliciter les calculs de {J2{f ) f pour 

„ „ „ , , } ■■= (/, o Ck) 

j e H o H et noterons : < 

^ Ctj '■= Ctjj 

Lemme 7.1.1. On a pour f E H o H 

(Mf)f = 

(ordre 0) 4 ^ a^^^ + (74,0 ' ^)Y. 
(ordre 1) + 473,0 

32<3l 

+ 473,0 

i2<ii 

+ (74,i-2m3)5^a^^Pi(^,) 

i>i 

^ordre^; + ^ 5^ %U2«jij3^i (^^2) A (^is) 

j3<j2<jl 

+ 8 ^ aj^j^aj^jgPi (Xj^) Pi {Xjg) 

33<3'2<h 

+ 8 ^ aj^j^aj^j^Pi{Xj^) Pi{Xj^) 

33<h<h 

i2<ii 

+ [4m^«L2 + 2m^ajjaj2 + 4(73,1 - 1) {aj^j^a^^ + aiii2«i2)] Pi (^iJ A (^ia) 

j2 <J1 

+ (74,2-2) J]a|P2(X,) 

PP 



(ordres) + ms [8 (%u2%ij3 + %ij2%2j3 + %ij3aj2j3) + 

j:i<j2<ji 

4 {aj^aj,^j,^ + aj^j.^aj^ + aj^j,^ajj] Pi (X^-J Pi (X^-J Pi (X^-J 

+ (4m3a^\^.^ + 2m^aj^ aj^ + ^J3,2aj,j^ aj, ) P2 {Xj^ ) Pi {Xj^ ) 

i2<ii 



+ ^ (4m3a|jj-2 + 2m3ajiaj2 + 473,2 aj^j^aj^) Pi (X^J P2 (X^J 

j2<Jl 



J>1 

4 

(ordre 4) + 8 ^ ('ïiii2'^i3i4 + ^iii3'^i2i4 + '^i2i3'^iii4) A (^^^^ 

3A<js<j2<jl î=l 

+ XI (^^^1^2 ^^1^3 + 4%i %2 j3 ) ^2 {Xj^ ) Pl (Xj, ) Pl (Xj3 ) 

j3<j2<Jl 

+ X] (^"^1^2 "^2J3 + 4%1J3 %2 ) A (^ji ) P2 {Xj^ ) Pl (Xj3 ) 

j:i<j2<ji 



+ X] (8%ij3%2j3 + 4%ij2%3) -Pl (-^ji) -Pl (-^^2) -P2 

i3<i2<ii 

+ 4a 
:/2<ji 

+ Yl 4«ili2%2^1 (%) ^3 (Xj,) 

j2<jl 

+ E (^«^2 + 2%1%2) ^2 (%) P2 (Xj,) 

j2<jl 

+ Xa|P4(X,J 



j>i 

Démonstration 

On peut écrire : 



\j2<jl / 
/ \ 2 



+ \Y^{f,ejoej){X]-l) 
+ if^ (^ji ° ej3)XjiXj2 (/, o ej3)(X|3 - 1) 

j2<jl j3>l 

On va procéder en quatre étapes, une pour le calcul de chacun des termes du membre de 
droite et une dernière dans laquelle nous sommerons ces trois résultats. 



inn 



Etape 1 : calcul de ^ (/, ej^ o ej^)Xj^Xj2 j =: 

\h<ji / 

= XI «jlfel^fel j Xjl X X "J2fe2^fc2 I ^j2 

ii>2 \fcl=l / i2>2 \fc2=l / 

0<fci<ji 
0<fe2<J2 

On va réordonner la somme en ordonnant les paramètres. 
On fixe ki < ji , on a cinq cas à voir : 

(a) j2 < il 

Il y a cinq sous cas 

i. j2 <k2< ji < kl 

ii. j2 < k2= ji < kl 
iii- j2 < h <k2<ki 
iv. j2 < ji <k2 = ki 

V. J2 < il < kl <k2 

(b) j2 = ji 

Il y a trois sous cas : 

i- ji = h <k2<ki 

ii- il = k < ki = k2 

iii- il = i2 < kl <k2 

(c) il < i2 < fci 

Il y a trois sous cas : 

i- il < i2 < k2< kl 

ii- il < i2 <k2 = ki 

iii- il < i2 <ki <k2 

(d) il < i2 = kl 

Il y a un sous cas : 

il < i2 = A;i < i2 

(e) il <ki <k2 

Il y a un sous cas : 

il < kl < j2 < k2 
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Nous allons maintenant réécrire la somme en prenant chacune de ces indexations et en 
ordonnant les sommes par ordre décroissant du nombre d'indices : 



0<j2<fc2<il<fcl 

{Aind.) + ^ ajj^kiaj2k2^kiXk2Xj^Xj2 (a-iii) 

0<j2<ji<k2<ki 

+ X] ^hkiO,j2k2^kT.Xk2^h^32 (a-v) 

0<i2 <ji<k\<k2 

+ C'jikiO'j2k2^ki^k2^3i-^32 (c-ï) 

0<ii<i2<fc2<fci 

+ X/ CLjikia,j2k2^kiXk2Xj-i^Xj^ (c-iii) 

0<jl<J2<fcl<fc2 

+ X/ (^jikiO-j2k2-^kiXk2-^ji-^j2 (s) 

0<il<fcl<j2<fe2 

(3md.) + ^ afcife2«j2fc2^fc2^j2^ji (a-ii) 

0<i2<fc2<*;i 

+ XI %ifci«i2A;i^fci^ii^i2 (a-iv) 

0<j2<jl<fel 

+ XI %ife2«feiji^ji-'^fc2^fci (b-i) 

0<ii<fc2<A:i 

(^jik20'kiji X^^Xk.Xk, (b-iii) 

0<ii<A;i<A;2 

+ XI ^hkiO'32k2^kx^h^32 (c-ii) 

0<Jl<j2<fcl 

+ X] "iii2ai2fc2^j2^ji-'^fc2 (d) 

0<ii<i2<fe2 

(2md) + a%X]X] (l^ii) 
o<fc<i 



On range les indices j4 < J3 < j2 < j'i , J3 < j2 < Ji et j2 < ji , puis on factorise : 
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~ {'^3132'^ jiji + ^jlj3%'2i4 + '^32j3'^h34, + '^jlii'^hh + ^32 ji'^. 

jA<h<32<h 

'^^333 A ^3132 ) "^^^4 -^js "^jl 
+ i^jlj2^jl33 ^3133^3132) -^j3-^j2-^ji 

33<h<h 

+ {^3132^3233 '''' ^3233^3132) -^33-^32-^h 

33<32<jl 

i3<j2<ii 



'J1J3 



-2 

'il 



32<3l 



Il ne nous reste plus qu'à exprimer ces résultats dans la base des polynômes {Pn)n asso- 
ciée à /Lt. 

On rappel les relations suivantes : 



1 = 



^1 



Po 

P2{Xj)+rmPi{Xj) + l 

n 

J2in,kPk{X,) 

k=0 



On remplace, on calcule et on trouve : 



M2 






{ordre 0) 




h<ji 


{ordre 1) 


+ 


j2<h 


{ordre 2) 


+ 


js,<j2<jl 




+ 


33<32<3l 




+ 


i3<i2<ji 




+ 


E 4^2 (^2(X,-J + P2(X,-J) 

i2<ii 




+ 


"^3 E «^2^1(^.1)^1(^.2) 
32<h 


{ordre 3) 


+ 


2m3 {^3132^3133 "1" ^3132^3233 

33<32<h 

+0,3233 ^hh ) ^ 1 y^h )Pi y^j2 ) ^ L y^33 ) 




+ 


"^3 E «L2(^2(x,JPi(x,,) + P2(x,gPi(x,j) 

i2<ii 


{ordre 4) 


+ 


2 X/ («.1.2^.3.4 + ^hh'^hH 

34,<33<32<3l 

+"i2i3 "il j4 ) -Pi (^ii ) -Pi (^j2 ) -Pi (-^^^3 ) -f 1 (-^^.4 ) 




+ 


2 E "ili2«ilj3-P2(-'^'ii)Pl(-'^'i2)-Pl(^j3) 




+ 


2 E %lJ2%2j3^l(-'^jl)^2(-'^^j2)-Pl(-^j3) 

33 <32 <jl 




+ 


2 E 03l33(^j233Pli^jl)Pli^j2)P2{^33) 

33<j2<jl 




+ 


E «L2^2(^,JP2(X,,) 
j2<jl 



Etape 2 : calcul de (^E^-^' ° ^j)(^l ~ ^) j =• 

iV^ = ^ {X] - 1) ' + 2 5; afca, (X^xj - X] - Xl + l) 
j>\ k<j 
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On regarde maintenant dans la base des polynômes : 

= E "I + 74,3-P3(^,-) + l4,2P2{Xj) + 74,lPl{Xj) + 74,0 

-2P2{Xj) - 2m^Pi{Xj) -2 + 1 
+ 2 Y, [{P2{Xk) + m3Pi(Xfe) + l) {P2{Xj) + m^P^{Xj) + l) 

- {P2{Xk) + m3Pi(Xfc) + l) - (P2(^,) + rmP2{Xj) + l) +1 
On calcule et ordonne : 



(ordre 4) ^ a|P4(^j) + 2 ^ akajPi{Xk)PA{Xj) 

j>i k<j 

(ordre 3) + 74,3 ^ o'^'aC^,) + 2m3 ^ a^Oj (P2(Xfe)Pi(X,) + Pi{Xk)P2{Xj)) 
j>l k<j 

(ordre 2) + (74,2 " 2) a'^2(X,) + 2ml Yl «fc^j A(^fc) A(Xj) 

j>l k<j 

(ordre 1) + (74,1 - 27713) ^ a^Pi (X^) 
(ordre 0) + (74,0 -l)^]^^ 

j>i 



Etape 3 : calcul de (/' ° eja)^^-^^^, ^ (/, ej^ o ej^){Xl - 1) 

j2<jl j3>l 



MN 



ii-i 

ii>i i2<ii 
+ X X X 

(xl-i) ji<h 

j:i>^ jl<j3 j2<jl 

ii>i \i2<ji i3<ii / 

32<jl 

+ X "i2j3(-'^|i - I)^i2^i3 

i3<i2<ji 
ii>i i2<ji 

+ X X "Jl-Î2"j3^i2(^j3 ~ ^) 

i2<ii j3<i2 
+ Y. /ïZ aj,j2aj.,Xj,{Xl - 1) ^ 
i3<ii i2<j3 

~ X/ '^jl ^^^2 J3 (^jl ~ -'-)^j2^j3 

i3<i2<il 

+ X %li3%2^jl(^j2 ~ 1)^J3 

X "■?i-?2 -'^ii -^^72 (-'^ia ~ ^ ) 

i3<i2<ii 

+ X '*:/i:/2%i(-'^|i "-^01)^^2 

i2<ii 



J2 = J3 

i2 < js 



32<3l 



On ordonne et on utilise la base des {Pn)n '■ 

MN = Y. a,,j,aj,(^P3iXj,) + js,2P2{Xj,)+^s,iPiiXj,) + j3,0-P,iXj,))Pi{Xj, 

+ E <^3^h<^32PMh){PÂXh) + 73,2^2(^,2) + 73,1^(^,2) + 73, - PMh) 

+ X 



J3<J2<J1 

+ E %1.3%2^l(^.l)(^2(X,2)+m3Pl(X,-2))Pl(X 



33} 



33<32<3l 
J3<J2<J1 



3 Pi (X, jPi (X,, ) (P2 (X,3 ) + maPi (X,3 )) 



On calcule et on réordonne 



MN 






(ordre 4) 








+ 


«iij2%2-Pi(^ji)-f3(^j2) 

j2<jl 




+ 


«il «i2i3 P 2 (^ii )Pi{Xj^)Pi (Xj3 ) 

i3<i2<h 




+ 


«JUS «i2 -Pl (-'^Jl ) P2 {Xj2 ) Pl (^J3 ) 

j3<j2<jl 




+ 


j:i<j2<jl 


(ordre 3) 


+ 


73,2 Yl '^hj2ajiP2{Xj,)PiiXj^) 

j2<jl 




+ 


73,2 y^ aj^j^aj2Pi{Xj^)P2{Xj^) 
j2<h 




+ 


"^3 (aji«j2j3 + ajU3«j2 +«jij2aj3)-Pi(^ji)-Pi(-'^j2)-pL(-'^j3) 

i3<i2<ii 


(ordre 2) 


+ 


(73,1 - 1) XI (aiii2aii +«iii2«i2)A(^ii)^'i(^i2) 

i2<Jl 


(ordre 1) 


+ 


73,0 XI (%lJ2«jl-Pl(^j2) +%lj2«j2-Pl(^Jl)j 



Etape 4 : sommation 



On calcule simplement 4M^ + AT^ + 4MN et on a le résultat annoncé. 

A 



7.2 identification 

L'expression trouvée n'est, pour le moins, pas très maniable. Nous allons identifier 
chacun des termes, ordre par ordre, de façon à pouvoir, par la suite, calculer EM'^ pour 
montrer l'existence de modification continues et expliciter la variation quadratique. Nous 
noterons Ok [($°' + <è o aj) (/)] les termes d'ordre k de [($°' +$00?) (/)] ^ 

7.2.1 Calculs préliminaires 

Dans cette section nous allons utiliser le développement en série de / o / et un 
opérateur introduit par P. A. Meyer [10]. 
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Lemme 7.2.1. SottfeHoH 



on a : 



j4<j3<j2<jl 

i3<i2<ii 

+ 1^ (8%u2%2j3 + 4%2%ij3)eji o 6°^' o e 

j:i<j2<ji 

+ (8«iu3«i2i3 + 4:aj,j^aj^)ej^ o e^^ o e° 

j3<j2<jl 

+ Y 4«ii«iii2e°i o e 
i2<ji 

+ ZI (^°L2 + 2%i%2)e^ ° e," 

i2<ii 



J3 



J3 



2 
J3 



-^2 



d3 

"':/2 



2 



Démonstration 

f = Y (/'^ji oej2)eji oej2 
(ii,i2) 

/o/= X] (/'ejiOej2)(/,ej3oej4)ejiOej2ej3oej4 

On va maintenant réécrire cette somme en fonction du nombre d'indices égaux, cela 
vient à regarder les différentes écritures du nombre quatre en somme d'entiers. 



4 indices égaux (4 = 4) 



3 indices égaux (4 = 3+1) 



Dans chacune des sommes on appellera ji l'indice distinct : 

jl / j2 = js = JA 

Y Y ^02 ° en) if, e-h ° e-n)ef^ o e^^ 

jl>l j2>l 



j2 7^ Jl = J3 = ji 



jl>l j2>l 



■J2 



h + h = k = ji 

ii>ii2>i 

■74 7^ il = i2 = h 

On fait la somme de ces trois termes et on trouve : 



ii>ii2>i 

= 4 X X ° ^J2 > (/> o ) e°' o ej^ ji < J2 

ji>ii2=i 
i2-i 

Sji ° ^i2 )(/, 

j2>l jl=l 

ii-i 

+ 4 (%ii2%'2^ji ° ^i2 + %i%ii2^ii ° ^^2) 



2 indices égaux les autre distincts (4=2+1+1) 



Ji =32 

+ X ^^'1 ° ) ^J2 o ) e°' o o ej^ 
ji = J3 

+ ^ if^ ° ) (/, e^'i o ) e°' o e^^ o Cj^ 

h = J4 

+ X ° ) (/' ei2 o ) ef^ o e^^ o Cj^ 

32 = h 

+ if' ei2 ° eji ) (/, eji o e^g ) e°' o o Cj^ 

h = 3i 

+ X ^J2 O ) (/> ejs ° eji ) e°' o ej^ o Sj^ 
h = H 

+ X ^J2 O ) (/, o ) e°' o e^^ o Cj^ 
2 X (/' ° eji ) (/, ej2 o 6^3 )e°^ o o ej^ 
+4 X ° ei2>(/> eji o 6^3)6°^ o e^^ o ej^ 



inç) 



Pour expliciter ces deux sommes on va considérer les différentes permutations suivantes, 
qui constitue une partition de l'ensemble {(ii,i2) js) | ji 32 / Ja} : 

il < 32 < 33 32 < 31 < 33 32 < 33 < h 
h < 33 < h 33 < h < 32 33 < 32 < jl 

Première somme 

après réindexaton on trouve : 



J3<j2<:;i 



+(/> o ej^){f, ej, o ej^)ej^ o e°l o 



+(/> eji o eji)(/, o 6^3)6°;' o ej^ o ej^ 



deuxième somme 

après réindexaton on trouve : 

^ [ 



33<32<h 



^U^'^jlis^jl ° ^32 ° ^33 + %'2jl%'2j3^il ° ° ^33 



q2 q2 

+0,j3jlO'j3j2^jl O O e^,^ + djijzdjiji^j-^ O 6^2 ^ 6^3 

q2 q2 
'^^3233^3231^31 ° ^-j-z ° ''"33 + ^3332^3331^31 ° ^32 ° ^js 

i'^3l32'^h33 + '^3l33'^3l32)^ji ° ^32 ° ^33 

33<32<h 

+ "^^3132^3233^31 ° ^j2 ° ^: 

i3<i2<ii 

+ ^ 2a. 

i3<i2<ii 



^3133^3233^31 ° ^32 ° ^js 



On réunit ces deux résultats et on trouve : 







+ ^'^3132^^3133, 


o2 
Si 


°ej2 


oej3 




j3<32<3l 










+ 


33<32<jl 


+ 8ajjj2'*j2j3; 








+ 


(^%lj2%'3 

j3<j2<jl 


+ 8ajjj3aj2j3^ 




oej2 


»4 



2 termes égaux 7^ deux termes égaus (4=2+2) 



On a quatre cas à considérer : 



h = 32 ^ 33 = J4 
h = 33 32 = j4 
h = k 7^ 32 = 3 A 



lin 



On a alors la somme : 
ji¥=h 



jl>l j2<jl 



Tous les indices distincts (4=1+1+1+1) 

On doit considérer l'ensemble {(ji, i2,i3) J4) | ji 7^ J2 7^ J3 7^ i4}) puisque nous étudions 
la somme : 

%li2%'3j4^il ° ^j2 ° ^is ° 

Les 24 permutations ne sont pas à regarder puisque échanger ji et j2 ou J3 et n'a 
aucun effet. Il reste en fait 3 termes qui se répètent 8 fois : 



j4<j3<j2<jl 



Pour terminer il ne reste qu'à sommer tous ces résultats 



A 



Définition 7.2.1. 

(/~/)(Sl,S3) ■= J f{Sl,S2)f{s3,S2)dn{s2) 

Lemme 7.2.2. Pour f eHoh 



i3<i2<ii 

"1" ^ ] 2(ajjj2%2 "1" %lj2%l)^jl ° ^J2 



32<h 



Démonstration 



f ^ f — '^3lh'^ji34,{^^3l^^h)^j2 ® ^34, + {^31^^34)^32 ® ^33 "t" {^32^^33)^31 ® ^34 + 

O'i J2,J3j4) 

(ej2, 6^4)6 (8) 6^3^ 
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J fisi,S2)fis2,S3)dfJ,{s2) 

{si 

^ E «iii2«J3j4 y (eji «) (si, «2) + ® ej^ (si, «2)) 



(il J2,i3J4) 

+ej2 <^ ej3(5jij4^(si,S3) 
4 E %iJ2aj2i3eji ® ej3(si,S3) + - ^ «jij2aj3j2eji ® 6^3(^1, S3) 

0'lJ2j3) 0'lj2,i3) 

+— '^iii2'*jii3^j2 ^^3(^11 '^3) + ^ (^jih'^hh^h ® ^hi^i, S3,) 

^ {h,n,3z) ^ {31,32,33) 

= — '^jij^^^is^ji ^^3(^15 ^3) + 2 '^jij2^jij3^j2 ^jai^lj S2) 

{h,32,3z) {.h,32,33) 

(en échangeant ji et ^2 dans la deuxième somme) 

= E "-hh^-hh^^h ® ej3 («1,53) 

(il ,i2,i3) 

1+1+1 1 E "-nho-hh^h ® ^^h (^1,83) 

il < i2 < h ; J2 < il < is ; i2 < h < h 
il < is < i2 ; is < ii < i2 ; is < i2 < ii 

(après réindexation) 

E ["J3i2 «i2ii eji (si , S3) + aj^j^ aj^j^ Cj^ <8) e^-j (si , S3) 

i3<i2<ii 

+'^iii3'^i3i2^ii 'S>' 6j2("5i) -53) + CLj.^j-^aj^j,^ej.^ 6^2(51, S3) 
+'^i2ii'^iii3^i2 ^i3('*i' ■^s) + ^jij2'^j233^ji ® ^i3('*i' '^s) 
= 2 E i'^hho-hh^h ° ei3 «s) + aj^jz^-j^h^^j^ ° ^^h («1,^3)+ 



33<32<3i 



'^^3132^3133^32 ° ^jz^Si, S3) 



2+1 1 E «iii2«i2eji ® e^^ (si, ss) + E '*ii%2i3eii ® ei2('Si, ^3)+ 

j2ï^31 32^11 
02=33 il =32 

+ ^ ^ 0ijjj2^i2i3^ii ® ^ii ('^ii '^s) 

J2 5^31 

ii=i3 

^31*^3132^31 ° ^32 (•si,ss)+ 

i2<ii 

+2 E 4ii2 (^ii ° ^ii + ej2 o 6^2) (si, ss) 



i2<ii i2<ii 



a^e, o e 



i2<ii 

j 



11^ 



Pour conclure il suffit de réunir tous ces résultats. 



A 



7.2.2 Identification des termes d'ordre 4 
Proposition 7.2.1. 



04([($°V$oa?)(/)]^)=$°^(/o/) 



Démonstration 



C'est une simple comparaison des termes en question. 



A 



7.2.3 Identification des termes d'ordre 3 
Lemme 7.2.3. 



^ ] 72,1 8(%li2%lj3 "1" %lj2%2j3 "1" %1J3%2J3) 
j3<j2<jl 

+4 (Oj^ Ojjjs + %2%1J3 "1" %3%lj2) 

+ Yl [^^3,20^1 aju2 + 72,1 (4a^\j.^ + 2aj, a^-^ ) 

i2<ii 

+ XI [473,2%U2 %2 + 72,1 (4a^\^.2 + 2a a^- j] e^-, o e°. 

i2<ii 

I 2 o3 

+ 2^ 74,30,- e^. 



eji o ej2 o e,-3 



^ii ° e,2 



2 
.72 



Démonstration 



Fixons le 4-uple {ji, j2, js, Ja) tel que < js < j2 < ji ■ 



ai 



H° 



eji o ej2 o o ^ 



4' o 6^2 



ji 



^ 72,ie,-i o o 



^ 73,2e,-j o e,2 

^ 72, 1 e°' oe,2 + 72,1e,, oe°' 



i-^ 74,3e' 



J2 



11. 



A 

Proposition 7.2.2. 

O3 ( [($° V $ o a?) (/)] ^) = (at(/ o /)) 

Démonstration 

C'est une simple comparaison des termes en question. 

A 

7.2.4 Identification des termes d'ordre 2 
Proposition 7.2.3. 

O2 ( [($°' + ^oal) (/)] ') = (4/ ^ / + atif o /) 
Démonstration 



O2 ( [($°' + $ o af )(/)] (4/ ~ /) 

XI ["^"^3 + 2m^ + 4 (73, 1 - 3) (aj^ + aj^ ) Pi (Xj, ) Pi (X 

j2<jl 

+ 5^(74,2 -6)a,P2(X,) 

Il nous reste à calculer ^"^(aK/ o /)). 

Fixons le 4-uple (ii, j2, ja, J4) tel que ^4 < h < J2 < ji ■ 



e°' o o h-^ 



32/ 



^ (73,1 - r3,i)eji o 
ejj o 6°^' ^ (72,0 - r2,o)^eji o ej^ 

^ (74,2 - r4,2)e°; 



A 



114 



7.2.5 Identification des termes d'ordre 1 
Lemme 7.2.4. 



atif ° /) = 473,0 J2 ^h^hh^h + «JiJ2%2eji) +74,1 J2 
3i<h 3i<h J>1 

Démonstration 

Fixons le 4-uple {ji,j2,j3,j4) tel que j4 < h < J2 < ji ■ 

^ (73,1 - r3,i)eji o 
^ 

^ (74,1 - r4,i)eji 
A 

Lemme 7.2.5. 

«?(/ 7 /) = "^3 X] ^hhi^h + ) + "^3 X! a^jej 

32<jl l<j 

Démonstration 

Fixons le couple {ji,j2) tel que j2 < J2 : 

a?(eji oejj = 
«1(6^1) = (72,1 -r2,i) = ma 

A 

Proposition 7.2.4. 

o, ( [($°' + $ o a?) (/)] = $ (a^(/ o /) + Aaiif ^ /) - 6 (a? o vn) (/ ~ /)) 
où TTi es^ /a projection orthogonale sur {sj o e^] j — k} 

Remarque 

Nous noterons 7r2 la projection sur {ej o Ck \ j ^ k} 



H° 



p ■ 



31 
^4 



oef 

J2 



11R 



Démonstration 



Pour cette identification il suffit de remarquer que : 
Oi ( [($°^ + $ o a?)(/)] -<f{ai{f o f) + 4a?(/ ~ /)) : 

et : {aj o tti) (/-/) = ma ^ ajej 



-6m3^a|Pi(Xj 



A 



7.2.6 Identification des termes d'ordre 
Proposition 7.2.5. 

Oo([($°V$o «?)(/)]')= 2 II / Ip +atifof ) 

Démonstration 

On vérifie que afif o /) = (74,0 - r4,o) ^ Oj et || / ||2= 2 ^ aj^j^ + ^ ( 



1<J 



Oo([($°^ + $oaf)(/)]') = 4 j;a|^,., + (74,0-1) E' 



J2<31 



2||/f +(74,o-3)j; 



a? 



= 2||/r+aK/o/) 



A 



7.2.7 Identification 

En réunissant les résultats des précédentes sections on a la proposition suivante 

Proposition 7.2.6. 



[($°^ + $oa?)(/)]^ 




= *°'(/o/) 


(ordre 4) 


+ $°'(at(/o/)) 


(ordre 3) 


+ $°^(4/^/ + at(/o/)) 


(ordre 2) 


+ ^atif o f) + Aalif 7 /) - 6(a? o tti) (/ ^ /)) 


(ordre 1) 


+ 2||/|p+a|(/o/) 


(ordre 0) 



7.3 Etude d'une limite 



Soient hi, h2 E H et = to < ti < ■ ■ ■ < tn = t une suite de partitions de [0, t] dont 
le pas tend vers 0. 

Nos noterons fk := hi (g) (/i2l]o,tfc]) le 

Lemme 7.3.1. Pour ^ = ou = ^ o af on a : 

lim E (Ç /, ^ /,) -J^hl^{ [hi l]o,.]] °' ) di. 
Démonstration 

Nous commençons par le cas = Nous Introduisons quelques notations : 



1. 



4/fc~/fe(si,S3) = 

/ /if (si, S2)/i2®'(s2, S3)lc(si, S2)lcis2, «3)^^(52) ( 

+ //if (si>S3)/l2®^(s2,S2)lc(si,S2)lc(s3,S2)ti/^(s2) ( 

+ J hf^{s2,S2)h2'^'{si,S3)lc{s2,Si)lc{s2,S3)dfl{s2) ( 

,S2)lc(s2,Sl)lc(s3,S2)(iAi(s2) ( 

L'inégalité de convexité nous permet d'écrire : 



= lHsi,S2)) 
= /|(si,S2)) 
= 4(^1,^2)) 
= IÏ{S1,S2)) 



Sk < iE [$°' J2 ^1 ] '+4^ [*°' E ^2 - /* ^1^°' [(^il]o,.])°'] rfAi' 



^ /|] \ae ^ 4] 



Etape 1 : 



Calcul de lim E 



(isométrie) 



/ (e / ^f^(*l'*2)/i2'^^(s2,S3)lc(si,S2)lc(s2,S3)d//(s2)) d//'^^ (si, S3) 

(Sl, S2, Si, t2)/i2'^ (S2, «3, *2, S3)lc4 (si, S2, «2, «3, Si, t2, i2, S3)d/X® (S2, t2) 



hf (si,S2,Si,t2)/i^® (s2,S3)/lf (i2,S3) 
1^4(51, S2,S2,S3, Si, i2,i2,S3)(i//® (S2,t2) d/J.'^ (81,83) 
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- D'une part A+i]^(^2, «3, «2, «3) ^^-^ ^ I[s2=.3=t2] 

- D'autre part : X] ^]*fc:<fc+i]'xfe-*j+i]' (-^2, «3, t2, «s) = 

k<j 

car {k < j) i]tk,tk+i] f][tj,tj+i] = 0) 
Le théorème de convergence dominée de Lebesgue nous donne 



lim E 

fe->oo 



Etape 2 1 Calcul de lim E [$°' V I^] pour i e {3, 4} 



k 

On procède de la même façon et on a également 



1 2 

lim E 

k—^00 



k k 

Etape 3 : | Calcul de ^lim E ^4 - j ^^1^°' ( [hi Ijo,.]] ° ) d^i 

rtk+i 2 

2J'^2('S2,S3) = 22 hl{s2)hf {si,Ss)lcis2,S3)lQ{s2,Ss)dlJ,{s2) 

k k •'^k 

= / ^2(s2)^f {si,S3)lc{s2,S3)lMs2,S3)dn{s2) 
^ hlis2) (^ll]0,S2] ® ^ll]0,S2]) S3)dlJ,{s2) 



Il s'agit donc de montrer que : 

hl{s2)h^l^l^^d^^{s2)Y= 1^1(82)^^ 

Pour cela on va décomposer le en produit tensoriel : 

^2 

1C(S1,S2) = Jun l]o,t,_,lx]tfe,t,+i](si,S2) 

^2 

lë(s3,S2) = Jnn l]t^,t^^^]x]0,t,_i](s3,S2) 

Nous allons noter := l]o,tfc_i] et := 1]*^,*^+!] 

/ /i2('S2)/if '(Sl, S3)lc(s2, 53)1^(52, S3)d//(S2) 
= / ^2(^2) lim X]Z]^C7fxC|(-'«2)lc^xCi(«2,-)'^/^(«2) 



c=g Xl^^'^CfM y ^2(S2)1C|(S2)1C^(S2)C?/X(S2) 

dominée '^'^ ^ 
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{J^ hl{s2)hflci., S2)lcis2, .)dt^is2)) 

k,l 

1™ (E^flcfM f hl{s2)lc^^{s2)lcl^{s2)dix{s2) 

(jl^f^cM t hl{s2)lc^{s2)lc'^{s2)dti{s2) 
l^^ \ k,l ) 

lim 1^°' l^/^f l^a^, ) /ii(s2)lc|(^2)lc^(52)dM«2) 



t fixé 

cont. de $°'(Prop. 6.3.1.) 



On peut donc écrire : 



e\Y,<^°\i!^) - ^\l{s2)^°'[{h^^o,s.]f]d^^{s2) 



E 



lim 

fc— >oo 
l—^oo 



h2(.S2)y^° {hi®hiJ2'^c^xC^i-:S2)lc^,,c[(.S2,-))- 

{k,l) 



^°\hi^hilc{.,S2)lQ{s2,.))) dtJ,{s2) 



Dans la suite on va noter 



Zk{; ; S2) ■■= (^1 ^hlY^ Icf XC| «2)lc^xCi («2, ■)) 



{k,l) 



Z{., ., S2) := $° (/il ® /iilc(., S2)lg(s2, .)) 
n := \Zk - Z\ 



f /li(s2)(^°'(/il ^hiY^ lcfe^c/|(-.«2)lc'xCi(«2, •))- 
•^0 (k,l) 

$°'(/ll®/lllc(.,S2)lc5(s2,.))) (i/i(s2) 

< ^(^j^ hl{s2)\Zk{.,.,S2)-Z{.,.,S2)\d^l{s2)^ 

= e( [ [ {hlf\s2,t2)Yk{s2)Yk{t2)dn{s2,t2) 

= [ [ {h^f\s2,t2)E{Yk{s2)Yk{t2))dn{s2,t2) 
•JO^Jo^ 1 1 

{E\Yk{s2)fy {Emt2)\ydfi{s2,t2) 
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Pour finir il suffit de voir que : 



ik,l) 

hi'Sihi'^ Ici; •52)lg(s2, ■)) 

{k,l) 



hi (g) hi 



lc(-,S2)lg(s2, ■) - XI ^Cf xC|(-''52)lc^xCi('52, ■ 
(fe,0 



A 
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Chapitre 8 



Existence de modifications continues 



8.1 Méthode 

8.1.1 Un résultat technique 

On va utiliser la variante, un peu plus générale, du théorème de Kolmogorov-Centsov 
qui suit (confère [12]) : 

Leninie 8.1.1. On suppose qu'un processus X :— (-'^t)o<t<T ^^'^ espace proba- 
bilisé (fl, T ^ P) satisfasse la condition : 

E\Xt-X,\^<C\F{t)-F{s)\'^^ 

Où : 

- a, f3 et C sont des constantes strictement positives. 

- F est une fonction réelle, continue sur [0, T] et à variation bornée. 
Alors il existe des modifications continues de X 

Démonstration 

Pour l'essentiel on reprend la démonstration de [12]. On a deux points à vérifier : 

(a) P{[\X,-Xs\>e\)< ^^^-^ <C.-|F(t)-F(.)|i+^ 
et la continuité de F entraîne : Xg — > Xt en probabilité. 

(b) On prend t= ^, s = ^ et e = (0 < 7 < |) 

191 



A 



max \X k —Xk-i\ 

.0<k<2" 2" 2" 



—jn 



2" 
fc=0 



F 



F 



)>2 

k - 1 



<P\\\ \\Xj^-Xu^\ > 2 

\ ^-^ L 2" 2" 

\A:=0 



— 7n 



< c 



varF 

27" 



où l'on a noté varF pour la variation de F. 
Tous les autres arguments sont repris sans changement. 



8.1.2 Position du problème 

- On choisit hi,h2 E H, t eWi 

- On pose := (^$°' + $00?) (h^ ® (/laljo,*]) le) 

- On sait que la suite (Z") converge dans vers / $(/ii)sd$(/i2)s —'■ et on veut 
montrer l'existence de modifications continues pour le processus (^t). 

Pour ce faire, on va étudier — dans le but d'utiliser la variante précédente 
du théorème de Kolmogorov-Centsov. 

On peut remarquer que Z"^ - Z^ ^ (^^°' + ^ o afj (^hi (g) ^/i2l]s,t]) le) ■ 
Dans le but de simplifier les écritures nous noterons fst '■— hi (g) ^/i2l]s,t]) le- 

8.1.3 Méthode 

Pour calculer E\Z^ — Z'^\^ nous allons utihser les calculs de {^°^ + $ o af) et l'or- 
thogonalité des termes d'ordre différent. Les identifications établies précédemment nous 
permettrons de faire cette étude sur chacun des ordres, ordre après ordre. A cet effet on 
rappel : 



0,[\Z^ 






o,[\z^ 






02{\Z^ 


- Z7n 




Oi{\Z^ 


-z:n 


= [ai (/° /° ) +Aaf (/° ) -6ai (/;,^/:,) ) 


o,{\zi^ 


-zif) 


= 2||/,, ||i+a^(/;to/°) 
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8.2 Termes d'ordre 4 



Lemme 8.2.1. 
Démonstration 

mais 

fst ° fst ~ fst fst 

= 3 (/il ® (/i2l].,t])lc + {h2l]s,t] ^ hijlQ^' 

= l(hi<Si ®hi® ®lc + hi® (g) (g) /il le (g) 1q 

(g) /il (g) /il (g) /l|*lg, (g) le + /î-l* (g) /il (g /l2* <^ /lllc ® ^c) 

{Oi{\z^ - z^\'^)f < i [il /il (g /i|* (g /il (g /i|*ic (g le ni 

+ Il /il (g) /i|* (g /i|* (g /iiic ® 1(5 ni 
+ Il /i|* (g /il /il /i|*ig; (g le ni 
+ Il /ii* (g) /il (g) /ii* (g) /iii^ (g) i^j ni 

Il /il (g /l|* (g /il (g /li*lc <g le ni < J {hil^hi)'^{xi,X3){hf l^h2)'^{x2,X4)dn^^{xi,X2,X3,X4) 

— Il ni iiy^ii 11^ 

Les trois autres termes se traitent de la même façon et donnent le même résultat, ce qui 
établit le lemme. 

A 

8.3 Termes d'ordre 3 
Lemme 8.3.1. 

e(Os{\Z^ - Z^\')y< C4,l II /il lllll h2l]s,t] \\\ 



Démonstration 



E'^(0,{\Zp-Z^\^)y < C4,i||af(/|,o/°)||2 



< C4,l II fst O /°t 11^ 

< Q,! Il hi \\\\\ h2l]s,t] \\a 



A 



8.4 Termes d'ordre 2 



Lemme 8.4.1. 



hi \\\\\ h2l]s,t] \\a 



Démonstration 



A 



st J st 



f° l|4 
Jst Wa 



E[02{\Zl^ - Zlf)] <4 



/O £0 



+ \\4{f:tof:t) 



< 

Hôlder 

< 

Pubini 



J j fstisi,S2)fstis2,S3)dHA{s2) d/lf (32,83) 

j (/ [rsti.su S2)fdllA{s2)^ (1 [rAs2,S3)fdyiA{s2)d^ii\s2,S3) 
Il f° l|4 

Il Jst Wa 

j (hi®h2l]s,t\) 



diA 



< i II /il ll^ll /i2l]s,t] 11^ 



l(/â°/.°t)lli < ^,2 II /il mil /i2l].,t] lli d'où le résultat. 



8.5 Termes d'ordre 1 



Lemme 8.5.1. 



e(0,{\Z^ - Z^,\'))\ {c,,3 + \c,,^ Il h^ 



a\\ h2'^]s,t] Wa 



^9A 



Démonstration 



A 



\4{f!tof!t)\\l 

\ai{f!tof!t)\ù 



[2 



< Q.a II hi \W\\ h2l]s,t] \\a 

< C'4,1 II /st~/st IIa^ 5^4,1 II hi \\W\ h2l]s,t] \\a 

< Cai 



8.6 Termes d'ordre 



1 A 11 



< Il hl \\W\ h2l]s,t\ \\a 



Lemme 8.6.1. 



^1 IIaII ^2l]s,t] W'a 



Démonstration 



\4Ust o lll < C4,4 II/;* o /° < C74,4 II /il mil h2l]s,t] \\a 



WfstlÏA 



/il «) (/l2l]s,t])lc) dflj < - Il /il lUIl /l2l]s,t] lU 



A 



8.7 Modifications continues 

La réunion des résultats précédents donne le lemme : 

Lemme 8.7.1. 

E {\Z^ - Z^l'Y < (^C4,i + C4,2 + C4,3 + C4,4 + 2) || h, Û\\ /l2l].,t] ||^ 

continues. 



Démonstration 



Il ^2l]s,t] |Ia= J hll]s,t]dHA 

On applique le lemme 8.1.1. avec F(t) = J /i2l]s,t]C^M^ 



A 



Chapitre 9 

Variation quadratique 



9.1 Position du problème 

On veut mettre en évidence la variation quadratique du processus : 

( [\{hi)sd^h2))j . 

Nous conservons la notation Zt :— ^{hl)sd^{h2)s■ 
P\us précisément, étant donnée une suite de partitions = < < • • • < = ^ de 
[0,t], nous cherchons la hmite dans de la suite : 

Nous avons déjà établi que (en notant fk pour ft^tk+i) 

+ (<î>°^^oa?)j/°o/°) 

+ (a|(/.° o /,°,)+4af(/,°^/,°)-6af o 7ri(/,°~/,°)) 

+ 2||/,, ||i+al(/°o/°) 
La linéarité et la continuité des opérateurs nous incite, avant d'identifier la variation 
quadratique, à étudier les deux limites de suivantes : 

I k 

[ ita4«î(ç(A-~/^-6-i(A°r«)) 
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Pour ce qui concerne la deuxième on se reportera au lemme 7.3.1. 



9.2 Lemmes techniques 
Lemme 9.2.1. 



Démonstration 



On a déjà vu que : 

fk° fk=ï (^1 h^lc <E) le + hi (g) (g) (g) hilc <g lg+ 

h^®hi®hi® h^lg le + gi hi hilg 



^fk°fk 



< 



\ k <TeE4 ' 



k 

+2 E y [hi (g) /i| (g) /il (g) h\lc ® le) (^1 ®hl®hr®hllc® le) dii^ 
(inégalité de convexité) 



k<j' 



(TeS4 



e/["?1/""7[''"'('i«-i)*1* 



1(^x4 ( 



On sait que 



E(^l*fc.*fc+il) 

fc 

X](^l*fc.*fc+ilxl*j.*j+il) 



®2 L2(^®'') 



■'■ [^CT (2) =a:CT (4) =î/ct (2) =î/ct (4) ] 

^[Xa(2)<Xa(4),Xa(2) =ya (2) .ï^ct (4) =2/ct (4) ] 



Pour établir le dernier point il suffit de remarquer : 



d'une part que < 



L2 



[x=y\ 



L2 



k<3 
198 



A 



et d'autre part que < 



l[x=î/]l[2=tll[a;<2ll[2/<t] 



L2 

lim 

A; j— >oo 



]*fe,*fc + l]x]*3, t,+i](y,i) 



car < 



tjt+i]^(a:;, y) ■ ^ tit+i]^(2;, t)- 

l k k 

^ l]tfe, ifc+i] x]ij, ij+i] {x, z) ■ ^ tk+i] x]tj , tj+i] {y, t) 

k<j k<j 

= Yl Mik,tk+if <^ 'i-]tj,tj+,]^ix, y, z, t) 

k<j 

Finalement, en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue et la mesure 
nulle de ces ensembles on a le résultat annoncé. 



Lemme 9.2.2. 



$(/iil]o,s]) ) = $°'( /iil]o,s] )+$oa?(| /iil]o,s] )+||/iil]o, 



Démonstration 

On utilise la proposition 6.2.1. : 

2 



^(^il]o,5]) = ^^^^ (^il]o,5] <^ ^il]o,.])+<^^^'^^(2^il]o,.] <^ ^il]o,.])+ ||^il]o, 
La proposition 6.3.2. nous permet alors de conclure 



A 



9.3 Variation Quadratique 

Les lemmes et calculs précédents donnent le résultat final, à savoir 

Théorème 9.3.1. 



lim IZt - ZtJ = / hl{s)^{hil[o,s]) di^{s) + / hl{s)^ o ajo 7ri{hil]o,s]y di^{s) 
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Remarques 

- On peut écrire J hl{s)^(^hil[o^s]Ydn{s) = J hl{s)^J hi{u)dn{u)^ dfi{s) 

- Dans le cas où les variables {^kj^. suivent une loi normale on retrouve la variation 
quadratique gaussienne puisqu'alors o 7ri(/iil]o,s]) = 
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